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Odlukom Nastavno nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta, Univerziteta u

Beogradu, donetoj na sedni
i odr�anoj 6. oktobra 2017. godine, imenovani

smo u komisiju za pregled i o
enu rukopisa Koheren
ija i prosti politopi,

koji je predat kao doktorska teza Jelene Ivanovi�.

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidata

Jelena Ivanovi� je roÆena 12.01.1985. godine u Smederevu. Osnovne studije

Matematiqkog fakulteta Univerziteta u Beogradu, na smeru Raqunarstvo i

informatika, zavrxila je 2010. godine sa proseqnom o
enom 9.79. Xkolske

2010/11. godine, upisala je doktorske studije Matematiqkog fakulteta Uni-

verziteta u Beogradu na smeruMatematika. Polo�ila je sve ispite predviÆene

planom i programom sa proseqnom o
enom 10.0. Ve�e nauqnih oblasti prirod-
no-matematiqkih nauka Univerziteta u Beogradu, 5. februara 2018. godine

odobrava predlog teme �ene doktorske diserta
ije pod nazivom Koheren
ija

i prosti politopi.

Od 2010. godine Jelena Ivanovi� je anga�ovana u nastavi na Arhitekton-

skom fakultetu Univerziteta u Beogradu, gde je 2016. godine izabrana u zva�e
asistenta za u�u nauqnu oblast Geometrija arhitektonske forme. U okviru

Kabineta za matematiku, arhitektonsku geometriju i CAAD trenutno dr�i

ve�be na predmetima: Matematika u arhitekturi, Parametarsko modelova�e

(osnovne studije); Parametarsko modelova�e 1, Parametarsko modelova�e 2,

Prime�ena matematika u oblasti konstruktivnih sistema (master studije). U

okviru Kabineta, za potrebe nastave i nauke je realizovala vixe softverskih

aplika
ija. Moderator je elektronske platforme koju Arhitektonski fakul-

tet Univerziteta u Beogradu koristi za rad i nastavu na da	inu.

Nosila
 je nekoliko godix�ih prizna�a Matematiqkog fakulteta najus-

pexnijim studentima. Dobitnik je Svetosavske pove	e za stvaralaxtvo mla-

dih grada Smedereva, nagrade koja se dode	uje za najuspexnije uqeniqke i

studentske rezultate ostvarene u du�em vremenskom periodu. Bila je sti-

pendista Ministarstva prosvete, nauke i tehnoloxkog razvoja za studente

doktorskih studija, sve do izbora u zva�e asistenta.

Osim navedenog anga�ova�a, Jelena je qlan organiza
ionog odbora udru-

�e�a Mladi matematiqar i 
entralne komisije za realiza
iju takmiqe�a

iz matematike za uqenike osnovnih xkola, gimnazija i sred�ih struqnih

xkola, u organiza
iji ovog udru�e�a. Uqesnik je na
ionalnog projekta III
44006 (Razvoj novih informa
iono-komunika
ionih tehnologija, korix�e�em
naprednih matematiqkih metoda, sa primenama u medi
ini, telekomunika
i-

jama, energeti
i, zaxtiti na
ionalne baxtine i obrazova�u). Qlan je Drux-

tva za qistu i prime�enu logiku Republike Srbije i Srpskog druxtva za

geometriju i grafiku SUGIG.
Oblasti nauqnog istra�iva�a Jelene Ivanovi� su Teorija dokaza, Konvek-

sna geometrija, Diskretna geometrija, objektno-orjentisano i logiqko progra-

mira�e, parametarsko modelova�e geometrijskih formi i primena matema-

tiqkih kon
epata i generiqkih algoritama u arhitekturi. Jelena je objavila

3 rada u qasopisima sa SCI liste, od kojih je jedan samostalan.
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Radovi u vrhunskim meÆunarodnim qasopisima (M21):

1 Ivanović, J: Geometrical realisations of the simple permutoassociahedron
by Minkowski sums, Applicable Analysis and Discrete Mathematics, 2020,
Volume 14, Issue 1, ISSN 1452-8630, IF 2019: 1.500
https://doi.org/10.2298/AADM19\-0414011I

http://www.doiserbia.nb.rs/Article.aspx?ID=1452-863020000 11I#

.Xr7g38BS_cs

Radovi u istaknutim meÆunarodnim qasopisima (M22):

1 Baralić, Dj., Ivanović, J., Petrić, Z. : A simple permutoassociahedron,
Discrete mathematics, 2019, Volume 342, Issue 12, 111591, ISSN 0012-365X,
IF 2019: 0.770, https://doi.org/10.1016/j.disc.2019.07.007
(http://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0012365
X19302456)

Radovi u meÆunarodnim qasopisima (M23):

1 Curien, P.-L., Obradović, J., Ivanović, J. : Syntactic aspects of hypergraph
polytopes, Journal of Homotopy and Related Structures, 2019, Volume
14, Issue 1, pp. 235-279, DOI 10.1007/s40062-018-0211-9, ISSN 2193-8407,
IF 2019: 0.537

Radovi u na
ionalnim qasopisima meÆunarodnog znaqaja verifikovani poseb-

nim odlukama (M24):

1 Petruševski, Lj., Petrović, M., Devetaković, M., Ivanović, J. : Modeling of
Focal-Directorial Surfaces for Aplication in Architecture, FME Transac-
tions, Mašinski fakultet Univerziteta u Beogradu, 2017, Volume 45, No 2,
294-300, ISSN 1451-2092

Poglav	a u monografijama na
ionalnog znaqaja (M45):

1 Devetaković, M., Arsić, P., Petruševski, Lj., Kijanović, J., Nikolić, I.: Is-
traživanja mogućih unapredjenja u obrazovanju arhitekata—integrisanje
elektronskog uchenja i parametarskog modelovanja u nastavu urbanog di-
zajna, Monografija Savremeni pristupi urbanom dizajnu za održivi turizam
Srbije, Arhitektonski fakultet Univerziteta u Beogradu, 2013, ISBN 978-86-
7924-064-4, 270-295

Radovi u zborni
ima radova sa meÆunarodnih nauqnih skupova objav	eni u


elini (M33):

1 Petruševski, Lj., Petrović, M., Devetaković, M., Ivanović, J.: Modeling of
Focal-Directorial Surfaces for Aplication in Architecture, In Proceedings of
5th International Conference for Geometry and Graphics moNGeometrija
2016, Beograd, Srbija, jun 2016, ISBN 978-86-7466-614-2, pp. 278-286.

2 Devetaković, M., Ivanović, J., Petruševski, Lj. : Pedagogic Potential of a
Parametric System based on the Box-Packing Concept, In Proceedings of
5th International Conference for Geometry and Graphics moNGeometrija
2016, Beograd, Srbija, jun 2016, ISBN 978-86-7466-614-2, pp.305-319.

Radovi u zborni
ima radova sa na
ionalnih nauqnih skupova objav	eni u


elini (M63):

1 Petruševski, Lj.; Devetaković, M.; Kijanović, J.; Arsić, P.; Nikolić, I.; Perić,
A.: Parametarsko modelovanje urbanističkih sklopova korišćenjem grafičkog
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algoritamskog editora, YU Info 2011, Kopaonik, mart 2011, ISBN: 978-86-
85525-08-7, str.206.

Radovi u zborni
ima radova sa meÆunarodnih nauqnih skupova objav	eni u

apstraktu (M34):

1 Baralić, Dj., Ivanović, J., Petrić, Z, Telebaković, S.: Facet colouring of
nestohedra, SMSCG19 Mathematical Meeting of Serbia and Montenegro
2019, Budva, Montenegro, oktobar 2019, str. 5. https://www.mathforum.
me/wp-content/uploads/2019/10/knjiga-apstrakata-SMSCG.pdf

2 Devetaković, M., Petruševski, Lj., Kijanović, J.: The Box Packing – A
Mathematical Concept Interpreted Architecturally, MATEP Mathematics
andArchitecture Conference, Pecs, Hungary, maj 2011, ISBN 978-963-7298-
42-4, pp. 41.

3 Petruševski, Lj., Kijanović, J.: Genetic algorithms - problem solving in
architecture and urbanism, PHD and DLA Symposium, Pecs, Hungary,
oktobar 2011, ISBN 978-963-7298-46-2, C71.

4 Devetaković, M., Petruševski, Lj., Mitrović, B., Kijanović, J.: Integration of
E-learning Concepts in Architectural Geometry Courses, GeoGra Sympo-
sium, Budapest, Hungary, januar 2012,
http://www.asz.ymmf.hu/geogra12/en/reglist

2. Sadr�aj rukopisa i problematika koja se obraÆuje

Rukopis kandidata Jelene Ivanovi� pod nazivom Koheren
ija i prosti

politopi sadr�i qetiri poglav	a, spisak literature, biografiju i dodatak

sa softverskim rexe�ima. Ceo rukopis ima 142+xviii strana, a spisak litera-
ture sadr�i 49 bibliografskih jedini
a. Softverska rexe�a su data vezano

za rad u Grashoperu, Polimejku i Javi.

U teoriji kategorija, koheren
ija koja je vezana za odreÆeni tip kategorija,

u najgrub	em smislu znaqi komutira�e dijagrama sastav	enih od kanonskih

streli
a tih kategorija. Ovo komutira�e mo�e biti bezuslovno ili uslov	eno

zadatim pretpostavkama. U savremenom smislu, koheren
ija, taqnije teoreme

koheren
ije, podrazumevaju postoja�e vernog funktora iz slobodno generisa-

ne kategorije datog tipa u kategoriju koja omogu�ava proveru jednakosti stre-

li
a. Takve su najqex�e kategorije qije su streli
e rela
ije ili dijagrami

(mnogostrukosti, kobordizmi).

Rezultati koheren
ije su od velikog znaqaja za opxtu teoriju dokaza. Naime,

oni obezbeÆuju formira�e zadovo	avaju�eg kriterijuma za jednakost izvoÆe-

�a u odreÆenim deduktivnim sistemima i na taj naqin pru�aju mogu�nost

definisa�a osnovnog pojma kojim se teorija dokaza bavi.

Predmet ove doktorske diserta
ije je prouqava�e topoloxkih dokaza kohe-

ren
ije i formira�e novih klasa politopa koje u takvim dokazima koheren
ije

mogu poslu�iti. Sadr�aj diserta
ije je, dakle, u najve�oj meri posve�en

spomenutim dokazima koheren
ije, odnosno raznovrsnim geometrijskim rea-

liza
ijama spe
ifiqnih apstraktnih politopa koji su zadati kombinatorno.

Prvo poglav	e ovog teksta se bavi politopima, drugo koheren
ijom, dok

je tre�e poglav	e posve�eno topoloxkim dokazima koheren
ije simetriqnih

monoidalnih kategorija, tj. geometrijskim realiza
ijama spe
ifiqnog ap-

straktnog politopa koji je zadat kombinatorno. U qetvrtom poglav	u su date

o
ene hromatskih brojeva nekih poznatih familija prostih politopa.

Prvo poglav	e, pored poznatih qi�eni
a i tvrÆe�a koja se tiqu politopa,

sadr�i i nova tvrÆe�a koja su od velike koristi u da	em tekstu. Ovo poglav	e
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se bavi politopima kao geometrijskim i kombinatornim objektima, tj. prou-

qava ih i iz ugla konveksne geometrije i iz ugla kombinatorike i diskretne

geometrije.

Drugo poglav	e otpoqi�e uvoÆe�em kategorijalnih pojmova koji su neopho-

dni za bav	e�e koheren
ijom kao i kratkim pregledom Meklejnovih rezultata

koheren
ije monoidalnih i simetriqnih monoidalnih kategorija. Nakon toga,

u narednom ode	ku je deta	no obrazla�eno xta taqno podrazumeva jedan to-

poloxki dokaz koheren
ije odreÆenog tipa kategorija, qime je u potpunosti

opravdana qi�eni
a da jedna diserta
ija iz oblasti teorije kategorija glavnu

ulogu ipak dode	uje politopima. Posled�i ode	ak rekonstruixe Kapranov-

	ev pristup koji je doveo do familije apstraktnih permutoaso
iedara, a koji

su kasnije i geometrijski realizovani kao familija politopa. Iako je req o

politopima koji nisu prosti, �ihovo postoja�e obezbeÆuje topoloxki dokaz

koheren
ije simetriqnih monoidalnih kategorija. Jedan od glavnih rezultata

ove teze je formira�e familije simpli
ijalnih kompleksa, tj. klase apstrak-

tnih politopa, koja se geometrijski mo�e realizovati kao familija prostih

politopa. Razlika izmeÆu pristupa datog u ovoj tezi koji vodi do familije

prostih permutoaso
iedara i Kapranov	evog pristupa, formalizovana je u

posled�em ode	ku drugog poglav	a.

Tre�e poglav	e poqi�e defini
ijom pomenute klase prostih apstraktnih

permutoaso
iedara i dokazuje se da ona zaista slu�i u dokazu koheren
ije

kojom se bavi teza. Drugi va�an rezultat, dat u ovom poglav	u je ekspli
itna

geometrijska realiza
ija politopa iz ove familije. Ona se dobija formira-

�em nejednakosti poluprostora koji zadaju prost n-dimenzionalni permuto-

aso
iedar PAn. Ostali ode	
i tre�eg poglav	a posve�eni su alternativnoj

realiza
iji koja koristi sumira�e Minkovskog. Naime, vode�i se Post�ikov-

	evim predstav	a�em nestoedara sumom odgovaraju�ih simpleksa, prvobitna

hipoteza je bila da se prost permutoaso
iedar mo�e definisati kao suma

permutoedara odgovoarju�ih dimenzija, ili eventualno nekih drugih nesto-

edara. MeÆutim, ve� u trodimenzionalnom sluqaju se pokazuje da ve�ina sa-

biraka koji formiraju 
i	ani politop, ne samo da nisu permutoedri, ve�

nisu ni sume simpleksa. Mnogi qak nisu ni prosti politopi. Uveden je pojam

deforma
ije politopa koji omogu�ava da sve pomenute sabirke definixemo

kao deforma
ije odgovaraju�ih nestoedara. Uz oznaku PAn,c za sumu odgova-

raju�eg izbora ovakvih sabiraka, dokazano je da su za svako n, politopi PAn

i PAn,c normalno ekvivalentni. Parametar c ∈ (0, 1] obezbeÆuje za svako n

zapravo qitavu kolek
iju prostih n-permutoaso
iedara. Ova realiza
ija se

istiqe kao najznaqajniji rezultat teze jer ona nudi pro
eduru kojom bi se

mogli geometrijski realizovati i ostali qlanovi familije politopa kojoj

pripada ovaj permutoaso
iedar. Req je o proxirenom intervalu nestoedara,

tj. klasi prostih politopa koji nastaju odse
a�em strana (zarub	iva�em)

permutoedra i drugih prostih politopa.

Poglav	e posve�eno hromatskim brojevima nekih znaqajnih klasa prostih

politopa, uk	uquju�i i proste permutoaso
iedre, prema svom sadr�aju se

moglo na�i i kao podode	ak prvog poglav	a ali je s razlogom ostav	eno za

kraj jer nije u direktnoj vezi sa koheren
ijom. Ovo kombinatorno svojstvo

je ispitivano s namerom da se pronaÆe jox neka klasa prostih n-politopa,

koja, uz n-simplekse i n-permutoedre, ima hromatski broj n ili n+1, xto bi
sa stanovixta torusne topologije bio znaqajan rezultat. Naime, svi prosti

politopi qiji se hromatski brojevi o
e�uju u tezi, pojav	uju se kao prostori

orbita nekih kvazitorusnih mnogostrukosti. Bilo je prirodno oqekivati da

�e �ihovi hromatski brojevi biti niski imaju�i u vidu da je to dovo	an
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uslov za dopuxta�e kvazitorusne strukture. MeÆutim, u tezi se pokazuje da

su hromatski brojevi ispitivanih politopa znaqajno ve�i od oqekivanih.

Qi�eni
a da je req o prostim politopima visokih hromatskih brojeva koji

ipak dopuxtaju kvazitorusnu strukturu, ovaj rezultat qini interesantnim.

Najznaqajniji rezultati ove diserta
ije objav	eni su u [1℄ i [2℄.

3. Metode koje se koriste u istra�iva�u

Rad na ovoj tezi zahtevao je pre svega korix�e�e metoda proisteklih iz

teorije kategorija i teorije dokaza kao i onih vezanih za konveksnu geometriju.

Metode koje se standardno koriste u dokazima teorema koheren
ije su svoÆe�a

na normalne forme. Pored dobrog poznava�a tih metoda, osnovni 
i	 teze je

bio da se sve normaliza
ije izvedu xto vixe na semantiqkom nivou. To znaqi

da se postignutom geometrijskom realiza
ijom, u vidu konveksnog politopa,

date �elijske strukture koja na odreÆenom nivou krije kanonske streli
e

datog tipa kategorija, a na drugom osnovne jednakosti izmeÆu �ih, omogu�ava

da se zak	uqi da svi dijagrami komutiraju bez analize posebnih sluqajeva

mogu�nosti raqva�a u tim dijagramima.

Jedan od prikazanih naqina geometrijske realiza
ije date �elijske struk-

ture je bio potpuno linearno-algebarski i dao je ekspli
itne nejednakosti

poluprostora koji u preseku realizuju tu strukturu. Drugi pristup koji nosi

punu originalnost je konveksno-geometrijski i koristi sume Minkovskog kao

jedini alat koji omogu�ava realiza
iju polazne �elijske strukture.

Radovi proistekli iz teze

[1] Dj. Baralić, J. Ivanović and Z. Petrić, A simple permutoassociahedron, Discrete

Mathematics, vol. 342 (2019), 111591
[2] J. Ivanović, Geometrical realisations of the simple permutoassociahedron by Minkowski

sums, Applicable Analysis and Discrete Mathematics, vol. 14 (2020), pp. 55-93

4. Rezime

Jelena Ivanovi� je u ovom rukopisu prikazala nekoliko rezultata koji

povezuju vixe matematiqkih oblasti i veoma su aktuelni. Ti rezultati su

zanqajni za teoriju dokaza, teoriju kategorija, kombinatoriku i konveksnu

geometriju. Impresivna je doza originalnosti koju je kandidatki�a unela u

ovaj rad. Nakon prvog qita�a jasno je da iza �ega stoji dugotrajan istra�i-

vaqki put koji nije bio utrt tuÆim radom.

Veoma smo zadovo	ni naqinom na koji je ovaj tekst napisan. Stil je jasan i

odliqan pedagoxki pristup iskazan mnogim primerima iz ni�ih dimenzija

je za svaku pohvalu. Imali smo priliku da Jelenu vixe puta sluxamo na

raznim seminarima kao i doma�im i meÆunarodnim konferen
ijama na kojima

je izlagala ove rezultate ali i neke druge koji se nalaze u oblasti �enih

interesova�a.

Na osnovu svega navedenog i s obzirom da su ispu�eni svi for-

malni uslovi predla�emo Nastavno nauqnom ve�u Matematiqkog

fakulteta, Univerziteta u Beogradu da rukopis Koheren
ija i pro-

sti politopi kandidata Jelene Ivanovi� prihvati kao doktorsku

diserta
iju i odredi komisiju za �enu javnu odbranu.

U Beogradu, 7. jul 2020.
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Komisija za pregled i o
enu:

dr Zoran Petri�, (mentor) nauqni savetnik

Matematiqki institut SANU

dr Aleksandar Lipkovski, redovni profesor

Matematiqki fakultet, Univerzitet u Beogradu

dr Rade �iva	evi�, nauqni savetnik

Matematiqki institut SANU


