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Odlukom Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta
Univerziteta u Beogradu na 396. sednici odr�anoj 23. septembra 2022.
godine imenovani smo za qlanove Komisije za ocenu doktorske disertacije
pod naslovom

,,Xesti moment Dirihleovih L-funkcija nad racionalnim

funkcijskim po	ima\

kandidata Dragana �oki�a. Nakon pregleda�a disertacije Komisija
podnosi Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fakulteta slede�i

IZVEXTAJ

1 Osnovni podaci o kandidatu i disertaciji

Kandidat Dragan �oki� je ro�en 24. februara 1992. godine u
Leskovcu. Osnovnu xkolu je zavrxio u Oraovici i Grdelici, a gimnaziju u
Leskovcu. Xkolske 2011./2012. godine upisao je Osnovne akademske studije
na Matematiqkom fakultetu u Beogradu i zavrxio ih 2015. godine sa
proseqnom ocenom 10 (smer Teorijska matematika i primene). Master
studije na Matematiqkom fakultetu je zavrxio 2016. godine sa proseqnom
ocenom 10 odbranivxi master rad pod naslovom ,,Aritmetika celobrojnih
Apolonijevih konfiguracija krugova\ pod mentorstvom prof. dr Gorana
�ankovi�a. Dobio je Nagradu Matematiqkog instituta Srpske akademije
nauka i umetnosti za najbo	i master rad u oblasti matematike i mehanike.
Na istom fakultetu je upisao doktorske studije xkolske 2016./2017.
godine, na kojima je polo�io svih osam ispita sa proseqnom ocenom 10.

Od 2015. godine Dragan �oki� je zaposlen na Matematiqkom fakultetu
na Katedri za algebru i matematiqku logiku (od 2015. do 2017. kao
saradnik u nastavi, a od 2017. kao asistent). Dr�ao je ve�be iz predmeta
Teorija brojeva 1, Linearna algebra, Linearna algebra i analitiqka
geometrija, Algebra 1, Algebra 2, Diskretna matematika, Metodika nastave
matematike i raqunarstva i Metodika nastave matematike A. Bio je qlan
projekta 174012 Ministarstva nauke, tehnoloxkog razvoja i inovacija
Republike Srbije, pod nazivom

”
Geometrija, obrazova�e i vizuelizacija

sa primenama\, od 2016. do 2020. godine.



Naslov disertacije: Xesti moment Dirihleovih L-funkcija nad
racionalnim funkcijskim po	ima.

Obim disertacije i bibliografija: Disertacija se sastoji iz
113 + xi strana i 3 priloga (izjava o autorstvu, izjava o istovetnosti
xtampane i elektronske verzije doktorskog rada i izjava o korix�e�u).
Disertacija sadr�i 16 glava (uk	uquju�i i uvod), literaturu i
biografiju autora. U literaturi su navedene 84 reference.

2 Predmet i ci	 doktorske disertacije

Tema disertacije pripada Analitiqkoj teoriji brojeva. Ova oblast
prouqava proste brojeve i �ihovu raspodelu, kao i analitiqki objekat
(meromorfnu funkciju) koji tu raspodelu kontrolixe - Rimanovu
zeta-funkciju. Sliqno, da bi se prouqavala raspodela prostih brojeva
u aritmetiqkim progresijama, Dirihle je uveo nove analitiqke objekte
- Dirihleove L-funkcije.

Raspodela prostih brojeva je direktno uslov	ena raspodelom nula,
a posredno i raspodelom veliqine Dirihleovih L-funkcija na tzv.
kritiqnoj liniji <(s) = 1/2. Sve ove L-funkcije zadovo	avaju
funkcionalnu jednaqinu oblika L(s) = (gama-faktori) · L(1 − s), pa
je <(s) = 1/2 linija simetrije. Na kraju krajeva, hipoteza da se sve
netrivijalne nule ovakvih L-funkcija nalaze na kritiqnoj liniji je
Rimanova hipoteza, najznaqajniji otvoreni problem matematike.

Zato je prouqava�e momenata L-funkcija, tj. �ihovih sred�ih
vrednosti u nekim dobro definisanim familijama, jedan od k	uqnih
ci	eva analitiqke teorije brojeva, pogotovo od Montgomerijevog otkri�a
da se raspodele razmaka izme�u ordinata nula ζ-funkcije statistiqki
podudaraju sa odgovaraju�im raspodelama razmaka izme�u argumenata
sopstvenih vrednosti velikih unitarnih matrica. Ova veza L-funkcija
i Teorije sluqajnih matrica je jedan od osnovnih pokretaqkih principa
u oblasti danas. Teorija sluqajnih matrica je uvedena i razvijena za
potrebe fizike - modelova�e jezgara texkih atoma, u fizici qvrstog
sta�a, kvantnom haosu itd.

Asimptotsku formulu, za drugi i qetvrti moment Rimanove zeta
funkcije na kritiqnoj liniji∫ T

0

|ζ(1/2 + it)|2kdt, T →∞

su dokazali Hardi i Litlvud (k = 1), odnosno Ingam (k = 2). Odgovaraju�i
rezultat za k ≥ 3 nije poznat i ve� xesti moment predstav	a jedan od
quvenih otvorenih problema u oblasti.



Doktorska disertacija se bavi dvostruko analognom situacijom -
najpre, umesto vrednosti Rimanove zeta-funkcije du� kritiqne linije,
predmet prouqava�a su vrednosti familije Dirihleovih L-funkcija, i
dodatno umesto familije nad po	em racionalnih brojeva Q, posmatraju se
odgovaraju�e L-funkcije nad racionalnim funkcijskim po	ima Fq(x), gde
je Fq konaqno po	e.

Ci	 disertacije je dobija�e asimptotske formule za xesti moment
vrednosti L(1/2 + it, χ) gde χ prolazi familijom primitivnih
Dirihleovih karaktera za modul Q, pri qemu modul Q tako�e
prolazi svim polinomima fiksiranog stepena nad Fq, a argumenti
tako�e variraju po kritiqnom krugu (nad funkcijskim po	ima postoji
2πi-periodiqnost po s-promen	ivoj). Sva ova dodatna usred�ava�a
su trenutno neophodna da bi se izvela asimptotska formula. Ci	
je da se u glavnom qlanu identifikuje konstanta i potvrdi �eno
poklapa�e sa hipotetiqkom konstantom izvedenom primenom Teorije
sluqajnih matrica (integracijom odgovaraju�ih momenata vrednosti
karakteristiqnih polinoma po unitarnim grupama U(N), gde parametar
N , grubo govore�i, odgovara log T u definiciji momenata ζ-funkcije).

3 Osnovne hipoteze od kojih se polazilo u

istra�iva�u

Analogna familija ali nad po	em Q, je prouqavana u radu J. B. Conrey,
H. Iwaniec, K. Soundararajan - Geom. Funct. Anal., 22 (2012): 1257-1288.
Gor�a postavka se razlikuje zbog specifiqnosti t-aspekta L-funkcija
nad funkcijskim po	ima, ali nad funkcijskim po	ima postoje razni
dodatni alati, koji ne postoje nad Q, xto je ukazivalo na potencijalnu
mogu�nost izvo�e�a asimptotske formule. Dodatno, potencijalni alati za
rad sa L-funkcijama nad funkcijskim po	ima su se pojavili u skorax�oj
doktorskoj tezi Aleksandre Floree, Moments and zeros of L-functions over
function fields, Stanford, 2017. za drugaqiju familiju kvadratnih (reda 2)
Dirihleovih karaktera.

4 Kratak opis sadr�aja disertacije

Glavni deo disertacije se sastoji iz 16 glava.

Prva glava je uvodnog karaktera. U �oj su definisane ζ i L funkcije
nad po	em Q, i prikazana je �ihova povezanost sa raspodelom prostih
brojeva kao motivacija za da	e izuqava�e. U ovoj glavi su dati neki
poznati rezultati o momentima ζ i L funkcija. Zatim, prikazana su i



neka otvorena pita�a i hipoteze u oblasti, koje se uglavnom zasnivaju na
Teoriji sluqajnih matrica.

Druga glava prenosi priqu o L-funkcijama na racionalna funkcijska
po	a, i prikazuje analogiju ovih po	a sa po	em racionalnih brojeva.

U tre�oj glavi su dati osnovni rezultati disertacije u vidu dve teoreme
i jedne posledice.

Qetvrta glava sadr�i neke pomo�ne rezultate o funkcijskim
po	ima, Dirihleovim L-funkcijama i �ihovom uopxte�u { L-funkcijama
pridru�enim Hajesovim karakterima.

U petoj glavi je izvedena ,,aproksimativna\ funkcionalna jednaqina
za proizvod xest Dirihleovih L-funkcija, koji se pojav	uje u glavnoj
teoremi. Ova jednaqina omogu�ava da se prepolovi du�ina sumacije, xto
�e biti k	uqno u da	em dokazu.

U xestoj glavi je uvedena suma I. �ena asimptotika je ekvivalent
glavnog rezultata disertacije. Suma I je analizirana i razlo�ena na
delove kako bi se prepoznali (asimptotski) najve�i doprinosi u toj sumi
i odvojili od ostatka koji je prihvat	ivo mali.

Na osnovu plana naprav	enog u xestoj glavi, delovi sume I su deta	no
analizirani i oce�eni u glavama 7, 8, 9, 10, 11, 12 i 14. Pomo�u svih
dobijenih rezultata sklapa se dokaz glavne teoreme o xestom momentu u
trinaestoj glavi.

Posled�e dve glave se bave jednim specijalnim, ali i najva�nijim
sluqajem prethodne teoreme - xestim momentom L-funkcija bez pomeraja.
Taj rezultat je dat u dve razliqite formulacije, a glave 15 i 16 su zapravo
�ihovi pojedinaqni dokazi.

5 Ostvareni rezultati i nauqni doprinos

disertacije

Glavni rezultat disertacije je asimptotska formula za xesti moment
Dirihleovih L-funckija nad racionalnim funkcijskim po	em Fq(x).
Ovde se pod momentom misli na usred�e�e L-funkcije po:

• Kritiqnom krugu 1
2 + it (jer su L-funkcije 2πi

log q -periodiqne).

• Neparnim Dirihleovim karakterima po modulu Q. Suma po takvim

karakterima je oznaqena sa
∑[

χ (modQ)

, a �ihov broj sa ϕ[(Q).



• Polinomima Q iz skupa Md svih moniqnih polinoma fiksiranog
stepena d sa koeficijentima u konaqnom po	u Fq.

Sva ova tri usred�e�a su trenutno neophodna, jer je xesti moment sa ma�e
usred�e�a i da	e otvoreno pita�e. Sa druge strane, ovakvo usred�e�e po
multiplikativnim karakterima u ovoj familiji je motivisano teoremom
Bombijeri-Vinogradova.

Uz napomenu da P oznaqava skup svih prostih (nerastav	ivih)
polinoma, a | · | normu polinoma nad funkcijskim po	ima, glavni rezultat
disertacije je slede�a teorema.

Teorema 1 Kad pozitivan ceo broj d→∞, va�i

∑
Q∈Md

∑[

χ (modQ)

2π
log q∫
0

∣∣∣∣L(1

2
+ it, χ

)∣∣∣∣6 dt
2π
log q

∼ 42 a3,q
9!

d9
∑

Q∈Md

ϕ[(Q)
∏
P∈P
P |Q

(
1− 1

|P |

)5
1 + 4

|P | + 1
|P |2

, (1)

gde je

a3,q =
∏
P∈P

(
1− 1

|P |

)4(
1 +

4

|P |
+

1

|P |2

)
.

Prethodna teorema je izra�ena u ovom obliku kako bi se videlo
poklapa�e sa postoje�im hipotezama. Zatim je suma na desnoj strani (1)
asimptotski oce�ena, qime je dobijena slede�a posledica.

Posledica 2 Kad pozitivan ceo broj d→∞ va�i

∑
Q∈Md

∑[

χ (modQ)

2π
log q∫
0

∣∣∣∣L(1

2
+ it, χ

)∣∣∣∣6 dt
2π
log q

∼ 42 ã3,q
9!

q − 2

q − 1
q2dd9,

gde je

ã3,q =
∏
P∈P

(
1− 1

|P |

)5(
1 +

5

|P |
− 5

|P |2
+

14

|P |3
− 15

|P |4
+

5

|P |5
+

4

|P |6
− 4

|P |7
+

1

|P |8

)
.

U disertaciji je zatim dato uopxte�e Teoreme 1 u vidu xestog momenta
sa pomerajima. Ono se odnosi na kompletiranu L-funkciju

Λ

(
1

2
+ s, χ

)
= q

(degQ−1)s
2 L

(
1

2
+ s, χ

)
,



koja zadovo	ava simetriqnu funkcionalnu jednaqinu Λ(s, χ) = Λ (1− s, χ).
Posmatrani su mali kompleksni pomeraji α = (α1, α2, α3),
β = (β1, β2, β3) ∈ C3, i proizvod xest L-funkcija:

Λ(χ;α,β) =

3∏
j=1

Λ

(
1

2
+ αj , χ

)
Λ

(
1

2
− βj , χ

)
.

Korix�ene su oznake α+s = (α1 + s, α2 + s, α3 + s) za translirani pomeraj,
kao i π(α) i π(β) za prve i posled�e tri koordinate xestorke π(α,β), gde
je π permutacija iz S6.

Teorema 3 Neka d→∞ po pozitivnim celim brojevima, i neka su α i β
dve trojke kompleksnih brojeva takve da je αj , βj � 1

d , za j = 1, 2, 3. Tada
za svako ε > 0 va�i

∑
Q∈Md

∑[

χ (modQ)

2π
log q∫
0

Λ(χ;α + it,β + it)
dt
2π
log q

=
∑

Q∈Md

ϕ[(Q)Q̃(Q;α,β) +O
(
qd( 7

4+ε)
)
,

gde je

Q̃(Q;α,β) =
∑

π∈S6/(S3×S3)

Q(Q;π(α), π(β))

a Q je meromorfna funkcija eksplicitno formulisana u disertaciji.

U pore�e�u sa analognim rezultatom nad po	em Q (Teorema 1 u J.
B. Conrey, H. Iwaniec, K. Soundararajan - Geom. Funct. Anal., 22 (2012):
1257-1288) Teorema 3 donosi dva pobo	xa�a: oxtriju ocenu za grexku i
eksplicitniji izraz za glavni qlan.

6 Objav	eni i saopxteni rezultati

Objav	eni radovi koji su u vezi sa temom doktorske disertacije

1. G. Djanković, D. Dokić: The sixth moment of Dirichlet L-functions
over rational function fields, Journal of Mathematical Analysis
and Applications, 514(1): 126296, 2022., ISSN: 0022-247X, DOI:
10.1016/j.jmaa.2022.126296, IF 2021: 1.417, M21.

2. G. Djanković, D. Dokić: The mixed second moment of quadratic Dirichlet
L-functions over function fields, Rocky Mountain Journal of Mathematics,
51(6): 2003-2017, 2021., ISSN: 0035-7596, DOI: 10.1216/rmj.2021.51.2003,
IF 2021: 0.813, M23



Ostali objav	eni radovi

1. G. Djanković, D. Dokić, N. Lelas: The triple reciprocity law for the
twisted second moments of Dirichlet L-functions over function fields,
Proceedings of the American Mathematical Society, 149: 2851-2860, 2021.,
ISSN: 0002-9939, DOI: 10.1090/proc/15507, IF 2020: 0.971, M22.

2. D. Dokić, N. Lelas, I. Vrećica: Large values of Dirichlet L-functions over
function fields, International Journal of Number Theory, 16(5): 1081-1109,
2020., ISSN: 1793-0421, DOI: 10.1142/S1793042120500566, IF 2020: 0.674,
M23,

3. D. Dokić: A Note on the distribution of angles associated to indefinite
integral binary quadratic forms, Czechoslovak Mathematical Journal,
Vol. 69, No. 2 (2019), pp. 443 - 452, ISSN: 0011-4642, DOI:
10.21136/CMJ.2018.0370-17, IF 2019: 0.412, M23.

4. G. Djanković, D. Dokić, N. Lelas, I. Vrećica: On some hybrid
power moments of products of generalized quadratic Gauss sums and
Kloosterman sums, Lithuanian Mathematical Journal, Vol. 58, No. 1
(2018), pp. 1 - 14, ISSN: 0363-1672, DOI: 10.1007/s10986-018-9383-6, IF
2018: 0.566, M22.

Saopxte�a na nauqnim skupovima koja su u vezi sa temom

doktorske disertacije

1. D. �oki�: Xesti moment Dirihleovih L-funkcija nad

racionalnim funkcijskim po	ima, II kongres mladih matematiqara,
Novi Sad, 29. septembar - 1. oktobar 2022.

2. D. Dokić: The sixth moment of Dirichlet L-functions over rational
function fields, XXI Geometrical Seminar, Belgrade, June 26 - July 2 2022.

3. G. Djanković, D. Dokić: The sixth moment of Dirichlet L-functions
over rational function fields, Symposium ”Mathematics and Applications”,
Belgrade, December 3 - 4 2021.

Ostala sopxte�a na nauqnim skupovima

1. G. Djanković, D. Dokić, N. Lelas, I. Vrećica: The fourth moment and large
values of Dirichlet L-functions over rational function fields, X Symposium
”Mathematics and Applications”, Belgrade, December 6 - 7 2019.

2. D. Dokić: Distribution of the angles associated to indefinite integral
binary quadratic forms, XX Geometrical Seminar, Vrnjačka Banja, May
20 - 23 2018.



Uqex�a na let�im xkolama i nauqnim skupovima

1. Automorphic Forms Summer School, Budapest, August 29 - September 2
2022.

2. Building Bridges: 5th EU/US Summer School + Workshop on
Automorphic Forms and Related Topics, Sarajevo, August 1 - 13 2022.

3. A Workshop on Moments of L-functions, Northern British Columbia, July
25 - 29 2022.

4. 50 Years of Number Theory and Random Matrix Theory Conference,
Institute for Advanced Study, Princeton, June 21 - 24 2022.

5. SSANT2021 Summer School in analytic number theory, Paris, June 28 -
July 2 2021.

6. Hausdorff Summer School: Polynomial Methods, Bonn, June 7 - 17 2021.

7. Hausdorff Summer School: The Circle Method - Entering its Second
Century, Bonn, May 10 - 21 2021.

8. Hausdorff Summer School: L-functions - Open problems and current
methods, Bonn, June 25 - 29 2018.

9. XIX Geometrical Seminar, Zlatibor, August 28 - September 4 2016.

7 Zak	uqak

Disertacija ,,Xesti moment Dirihleovih L-funkcija nad

racionalnim funkcijskim po	ima\ se bavi jednom od centralnih
problematika u analitiqkoj teoriji brojeva { odre�iva�em asimptotike
momenata L-funkcija u dobro definisanim familijama. Prouqavani
xesti moment je na samoj granici svih postoje�ih tehnika u oblasti.
Kandidat je u tezi demonstrirao tehniqko ume�e izvode�i veoma
komplikovane argumente i procene. Prouqio je i obimnu literaturu,
pokazao odliqno poznava�e oblasti i osposob	enost za samostalno
istra�iva�e.

Kandidat Dragan �oki� je do sada objavio xest radova u qasopisima
sa SCI liste, od toga jedan samostalan. Na osnovu svega navedenog, kako
su ispu�eni i svi formalni uslovi, predla�emo da se rukopis ,,Xesti

moment Dirihleovih L-funkcija nad racionalnim funkcijskim po	ima\

prihvati kao doktorska disertacija iz matematike i da se zaka�e �egova
javna odbrana.

U Beogradu, 16. novembra 2022. godine



Qlanovi komisije:

prof. dr Aleksandar Lipkovski, redovni profesor
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

prof. dr Marko Radovanovi�, vanredni profesor
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

prof. dr Dragan Stankov, vanredni profesor
Univerzitet u Beogradu, Rudarsko-geoloxki fakultet

dr Ta�a Stojadinovi�, docent
Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet
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