
Nastavno-nauqnom ve�u

Matematiqkog fakulteta

Univerziteta u Beogradu

Na 387. sednici Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta Univerziteta
u Beogradu, koja je odr�ana 19.11.2021. godine, odre�eni smo za qlanove Ko-
misije za pregled i ocenu doktorske disertacije ,,Istovremeno neanulira�e

L-funkcija kvadratnih tvistova eliptiqke krive i kvadratnih Dirihleovih

L-funkcija nad funkcijskim po	ima" kandidata Nikole Lelasa. Nakon pregle-
da rukopisa koji je Nikola Lelas predao komisiji, podnosimo Nastavno-nauqnom
ve�u slede�i

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidata

Nikola Lelas je ro�en u Beogradu 3. novembra 1991. godine. Zavrxio je Osnov-
nu xkolu ,,Lazar Savati�" u Zemunu i Matematiqku gimnaziju u Beogradu kao
nosilac Vukove diplome. Godine 2010. je upisao osnovne studije na Matema-
tiqkom fakultetu, smer Teorijska matematika i primene. Diplomirao je 2014.
godine kao student generacije sa proseqnom ocenom 9.95. Iste godine je upisao
Master studije na Matematiqkom fakultetu, koje je zavrxio 2015. godine sa
prosekom 10.00, odbranivxi master rad ,,Teorema Qebotareva o gustini i �ene
primene na aritmetiku eliptiqkih krivih" pod mentorstvom prof. dr Gora-
na �ankovi�a. Od 2015. godine je student doktorskih studija na Matematiqkom
fakultetu, studijski program Matematika.

Od 2014. godine zaposlen je na Matematiqkom fakultetu i to na Katedri za
matematiqku analizu u periodu 2014.{2015. kao saradnik u nastavi i na Kate-
dri za algebru i matematiqku logiku poqevxi od 2015. (kao saradnik u nastavi
do 2016. i kao asistent od 2016.). U dosadax�em radu je dr�ao qasove ve�bi iz
Analize 1, Algebre 1, Algebre 2, Algebre 3, Elementarne teorije brojeva, Line-
arne algebre, Teorije brojeva 1 i Teorije brojeva 2.

2. Spisak nauqnik radova kandidata

1. G. Djanković, D. -Dokić, N. Lelas, I. Vrećica, On some hybrid power moments
of products of generalized quadratic Gauss sums and Kloosterman sums, Lithu-
anian Mathematical Journal, Vol. 58, No. 1 (2018), pp. 1-14, ISSN: 0363-1672,
DOI: 10.1007/s10986-018-9383-6, IF 2018: 0.566, M22.
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2. D. -Dokić, N. Lelas, I. Vrećica, Large values of Dirichlet L-functions over func-
tion fields, International Journal of Number Theory, Vol. 16, No. 5 (2020), pp.
1081-1109, ISSN: 1793-0421, DOI: 10.1142/S1793042120500566, IF 2020: 0.674,
M23.

3. G. Djanković, D. -Dokić, N. Lelas, The triple reciprocity law for the twisted
second moments of Dirichlet L-functions over function fields, Proceedings of
the American Mathematical Society, Vol. 149, No. 7 (2021), pp. 2851-2860,
ISSN: 0002-9939, DOI: 10.1090/proc/15507, IF 2020: 1.016, M22.

4. N. Lelas, Extremal behaviour of ±1-valued completely multiplicative functions
in function fields, Glasnik Matematicki, Vol. 56, No. 1 (2021), pp. 79-94, ISSN:
0017-095X, DOI: 10.3336/gm.56.1.06, IF 2020: 0.660, M23.

Preprint:

5. N. Lelas, Simultaneous nonvanishing of quadratic twists of elliptic curve L-
functions and quadratic Dirichlet L-functions over function fields, na recenzi-
ji.

3. Saopxte�a kandidata na nauqnim skupovima

1. G. �ankovi�,N. Lelas: Kovarijansa izme�u uopxtenih fon Mangoltovih

i divizorskih funkcija u Fq[t], VII Symposium Mathematics and applicati-
ons, Belgrade, 2016, rezime dostupan na
http://alas.matf.bg.ac.rs/~konferencija/s2016/Djankovic,Lelas_apstrakt.

pdf

2. G. Djanković, D. Djokić, N. Lelas, I. Vrećica: The fourth moment and lar-
ge values of Dirichlet L-functions over rational function fields, X Symposium
Mathematics and applications, Belgrade, 2019, rezime dostupan na
http://alas.matf.bg.ac.rs/~konferencija/s2016/Djankovic,Lelas_apstrakt.

pdf

4. Uqex�a kandidata u let�im xkolama i nauqnim skupo-
vima

1. Hausdorff Summer School: L-functions, Open problems and current methods,
Hausdoff Center for Mathematics, University of Bonn, Germany, 2018
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2. Hausdorff Summer School: The Circle method: Entering its Second Century,
Hausdoff Center for Mathematics, University of Bonn, Germany, 2021

3. Hausdorff Summer School: Polynomial methods, Hausdoff Center for Mathema-
tics, University of Bonn, Germany, 2021

5. Predmet doktorske disertacije

Doktorska disertacija pripada nauqnoj oblasti Teorija brojeva, a konkretni
problemi koji se u �oj izuqavaju pripadaju teoriji L-funkcija.

Razumeva�e nula L-funkcija razliqitih familija je znaqajno usled �iho-
ve povezanosti sa brojnim interesantnim aritmetiqkim, geometrijskim i al-
gebarskim objektima. Tako je egzistencija beskonaqno mnogo prostih brojeva u
aritmetiqkim progresijama posledica qi�enice da se Dirihleove L-funkcije
pridru�ene netrivijalnim karakterima ne anuliraju u taqki 1, dok se dokaz
Teoreme o prostim brojevima bazira na qi�enici da postoji (mali) region le-
vo od prave <(s) = 1 u kome se Rimanova zeta funkcija ne anulira. Uopxtena
Rimanova hipoteza ka�e da se sve netrivijalne nule Dirihleovih L-funkcija
(nad po	em Q) nalaze na pravoj <(s) = 1/2 i dodatno veruje se da ne posto-
je netrivijalne Q-linearne relacije me�u nenegativnim ordinatama ovih nula.
Znaqajna je i tzv. Qovlina hipoteza iz 1965. godine, koja predvi�a da se Di-
rihleove L-funkcije ne anuliraju u taqki 1

2
. Za sluqaj familije kvadratnih

Dirihleovih karaktera nad po	em Q, K. Saundararajan je dokazao da se bar
87.5% funkcija ne anulira u centralnoj taqki u radu Nonvanishing of quadratic
Dirichlet L-functions at s = 1/2, Annals of Mathematics, 152 (2000).

Uopxteno govore�i, za L-funkciju se ne oqekuje da se anulira u central-
noj taqki, xto je taqka simetrije �oj odgovaraju�e funkcionalne jednaqine,
osim ako za to ne postoji neki dubog razlog. Jedan primer ove situacije pru�a
hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera. Mordel-Vejlova teorema ka�e da je grupa
racionalnih taqaka na eliptiqkoj krivoj E konaqno generisana, odnosno da je
E(Q) ∼= T (E)⊕Zr, gde je T (E) konaqna torziona podgrupa, a r ≥ 0 rang eliptiqke
krive. Eliptiqkoj krivoj E mo�e se pridru�iti odgovaraju�a Hase-Vejlova L-
funkcija i hipoteza Berqa i Svinerton-Dajera ka�e da je onda Tejlorov razvoj
te L-funkcije oko centralne taqke 1/2 jednak

L(E, s) = c(s− 1
2
)r + qlanovi vixeg reda

gde je r bax rang grupe E(Q), a c je neka konstanta. Dakle, Hase-Vejlova L-
funkcija pridru�ena eliptiqkoj krivoj E se ne anulira u centralnoj taqki
ako i samo ako je grupa racionalnih taqaka te krive konaqna.

Prvi deo disertacije bavi se problemom istovremenog neanulira�a L-funkcija
kvadratnih tvistova eliptiqke krive (i �ihovih izvoda) i kvadratnih Diri-
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hleovih L-funkcija u centralnoj taqki 1
2
, u situaciji kada su ovi objekti de-

finisani nad racionalnim funkcijskim po	em nad konaqnim po	em Fq. Neka
je χD oznaka za kvadratni karakter pridru�en moniqnom polinomu D ∈ Fq[t] i
E⊗χD oznaka za odgovaraju�i kvadratni tvist (fiksirane) eliptiqke krive E
tim karakterom. Pomenutim objektima se onda mogu pridru�iti odgovaraju�e L-
funkcije L(χD, s) i L (E ⊗ χD, s). U disertaciji su odre�ene do�e granice broja
polinoma D ∈ H∗2g+1 za koje se L

(
E ⊗ χD, 12

)
i L

(
χD,

1
2

)
, odnosno L′

(
E ⊗ χD, 12

)
i

L
(
χD,

1
2

)
istovremeno ne anuliraju, pri qemu je H∗2g+1 skup svih moniqnih poli-

noma stepena 2g+ 1 nad Fq koji su uzajmno prosti sa diskriminantom eliptiqke
krive E. U svrhu dobija�a tih rezultata izvedene su asimptotske formule za
mexovite momente

1

|H∗2g+1|
∑

D∈H∗
2g+1

L

(
E ⊗ χD,

1

2

)
L

(
χD,

1

2

)
1

|H∗2g+1|
∑

D∈H∗
2g+1

ε−E(D)L′
(
E ⊗ χD,

1

2

)
L

(
χD,

1

2

)

kada g →∞, pri qemu, za svako D ∈ H∗2g+1, ε
−
E(D) uzima vrednost 0, odnosno 1, u

zavisnosti od toga da li je znak funkcionalne jednaqine za L (E ⊗ χD, s) jednak
1, odnosno −1.

Drugi deo disertacije bavi se za hipotezama o koliqnicima L-funkcija,
koje predstav	aju hipoteze o asimptotskom ponaxa�u koliqnika dva proizvo-
da L-funkcija iz nekih familija. U klasiqnom kontekstu po	a racionalnih
brojeva, Konri, Farmer i Cirnbauer su u radu Autocorrelation of ratios of L-
functions, Commun. in Number Theory and Physics, vol. 2, 3 (2008), demostrirali
heuristiqke argumente pomo�u kojih se takve hipoteze mogu dati za razliqite
znaqajne familije L-funkcija. U radu The Ratios Conjecture and upper bounds
for negative moments of L-functions over function fields, arXiv:2109.10396, autori
Bui, Florea i Kiting formulixu hipotezu o koliqnicima za familiju kva-
dratnih Dirihleovih L-funkcija nad funkcijskim po	ima i daju �en dokaz za
koliqnik po jedne takve funkcije. U disertaciji je prikazan dokaz varijaci-
je hipoteze o koliqnicima za sluqaj koliqnika L-funkcije kvadratnog tvista
eliptiqke krive i kvadratne Dirihleove L-funkcije nad funkcijskim po	ima.

6. Prikaz disertacije

Disertacija se sastoji od uvoda na 2 strane, teksta od 100 strana, pode	enog
na 7 glava, spiska literature od 100 bibliografskih jedinica i biografije au-
tora. Prve qetiri i xesta glava su uvodnog karaktera i u �ima su prikazani
poznati rezultati, dok su peta i sedma glava posve�ene prikaziva�u original-
nih rezultata.
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U uvodnom delu prve glave dat je kratak prikaz nekoliko klasiqnih rezul-
tata teorije brojeva i �ihove veze sa teorijom L-funkcija: Teorema o prostim
brojevima, Dirihleova teorema o prostim brojevima u aritmetiqkoj progresi-
ji i formula klasnog broja. Centralni deo glave posve�en je teoriji momena-
ta L-funkcija. Dat je prikaz poznatih rezultata o momentima Rimanove zete
funkcije i prikazan je model Kitinga i Snejt za dava�e hipoteza o momentima
L-funkcija, koji je baziran za teoriji sluqajnih matrica. Pored ovog mode-
la, deta	no je prikazan i fleksibilniji i mo�niji model Konrija, Farmera,
Kitinga, Rubinxtajna i Snejt. Posled�i deo glave posve�en je problemu neanu-
lira�a L-funkcija. Prikazane su klasiqne hipoteze Berqa i Svinerton-Dajera
i Qovle, kao i metod molifikacije koji je jedan od osnovnih pristupa dobija�u
rezultata o neanulira�u L-funkcija u mnogim familijama.

U drugoj glavi prikazani su osnovni pojmovi aritmetike funkcijskih po	a.
Date su definicije i prikazana najva�nija svojstva aritmetiqkih objekata ko-
ji se pojav	uju u da	em izlaga�u. Pored toga, prikazani su korisni tehniqki
rezultati u vidu aproksimativne funkcionalne jednaqine za kvadratne Diri-
hleove L-funkcije i Puasonove formule sumacije.

Tre�a glava posve�ena je aritmetici eliptiqkih krivih nad funkcijskim
po	ima. Prikazana je definicija kvadratnog tvista eliptiqke krive, kao i
konstrukcija L-funkcije pridru�ene nekoj eliptiqkoj krivoj (ili �enom tvi-
stu).

Qetvrta glava bavi se pita�ima momenata i neanulira�a L-funkcija nad
funkcijskim po	ima. Prikazana je hipoteza Andradea i Kitinga o momentima
kvadratnih Dirihleovih L-funkcija i skorax�i Floreini rezultati izraqu-
nava�a tih momenata zak	uqno sa qetvrtim. Pored rezultata za tu familiju,
prikazani su i nedavni rezultati Buija, Floree, Kitinga i Roditi-Gerxon o
momentima i neanulira�u za familiju L-funkcija kvadratnih tvistova neke
fiksirane eliptiqke krive.

U petoj glavi prikazani su originalni rezultati izraqunava�a prvog me-
xovitog momenta za L-funkcije kvadratnih tvistova neke eliptiqke krive (i
�ihovih izvoda) i kvadranih Dirihleovih L-funkcija. K	uqno za dobija�e tih
rezultata je odre�iva�e asimptotike, kada g →∞, za sumu

SE(N,X, Y, α) =
∑

D∈H∗
2g+1

∑
f∈M≤X

h∈M≤Y

λ(f)χD(Nfh)

|f |1/2+α|h|1/2
,

gde su λ(f) koeficijenti L-funkcije pridru�ene eliptiqkoj krivoj E,Mk ozna-
ka za skup svih moniqnih polinoma iz Fq[t] stepena najvixe k,N ∈M je polinom
qiji svi prosti faktori dele diskriminantu ∆ eliptiqke krive E, a X, Y > 0
i α ∈ C su parametri koji se kasnije pogodno odaberu. Nakon primene formule
Puasonove sumacije, iz te sume je mogu�e izdvojiti i izraqunati glavni qlan,
a zatim i ograniqiti doprinos preostalih qlanova. Pomenuto je u disertaciji
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ura�eno primenama Peronove formule i izraqunava�em, odnosno oce�iva�em
konturnih integrala koji se pojav	uju nakon takvih primena. Konkretno je do-
bijeno da, kada g →∞, za svako ε > 0 va�i

1

|H∗2g+1|
∑

D∈H∗
2g+1

L

(
1

2
, E ⊗ χD

)
L

(
1

2
, χD

)
= P1(g) +O

(
q−

g
2
+εg
)

i

1

|H∗2g+1|
∑

D∈H∗
2g+1

ε−E(D)L′
(

1

2
, E ⊗ χD

)
L

(
1

2
, χD

)
= P2(g) +O

(
q−

g
2
+εg
)
,

gde su P1 i P2 redom polinomi stepena 1, odnosno 2, qiji su koeficijenti ek-
splicitno opisani. Zatim su na osnovu ta dva rezultata izvedeni i odgovaraju�i
rezultati o neanulira�u.

Xesta glava posve�ena je hipotezama o koliqnicima L-funkcija. Prikazan
je model Konrija, Farmera i Cirnbauera koji se mo�e iskoristiti za formuli-
sa�e tih hipoteza u razliqitim familijama L-funkcija. Obuhva�ene su i pri-
mene hipoteza o koliqnicima na dobija�e klasiqnih rezultata o tzv. ,,gustini
nivoa jedan\ nula kvadratnih Dirihleovih L-funkcija, izraqunava�u drugog
momenta izvoda Rimanove zeta funkcije i molifikovanog drugog momenta Ri-
manove zeta funkcije. U posled�em delu glave dat je osvrt na poznate rezultate
vezane za hipoteze o koliqnicima nad funkcijskim po	ima.

U sedmoj i posled�oj glavi dat je originalan rezultat dobija�a asimptotske
formule, kad g →∞, za

1

|H∗2g+1|
∑

D∈H∗
2g+1

L
(
1
2

+ α,E ⊗ χD
)

L
(
1
2

+ β, χD
) ,

pri qemu parametri α i β ispu�avaju uslove |α| � 1
g
i 0 < <(β) < 1

2
. Pomenuta

formula dobijena je kombinacijom poznatog rezultata o asimptotici negativ-
nih momenata kvadratnih Dirihleovih L-funkcija nad funkcijskim po	ima
sa novim rezultatom odre�iva�a asimptotike za

1

|H∗2g+1|
∑

D∈H∗
2g+1

L

(
1

2
+ α,E ⊗ χD

)
χD(h),

gde je h ∈ M moniqni polinom takav da je d(h) � g, koji je dobijen tehnikama
nalik na one koje su prime�ene u petoj glavi.
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7. Zak	uqak

Disertacija ,,Istovremeno neanulira�e L-funkcija kvadratnih tvistova

eliptiqke krive i kvadratnih Dirihleovih L-funkcija nad funkcijskim po	i-

ma\ se bavi va�nim problemom neanulira�a centralnih vrednosti L-funkcija
pridru�enih eliptiqkim krivama i kvadratnim Dirihleovim karakterima nad
funkcijskim po	ima. Teza je napisana uredno, sa jasnim i sistematiqnim ob-
jax�e�ima i deta	nim dokazima, a kandidat je prouqio i obimnu literaturu
u oblasti.

Nikola Lelas je do sada objavio qetiri rada u qasopisima sa SCI liste, od
toga jedan samostalan. Na osnovu svega navedenog, kako su ispu�eni i svi for-
malni uslovi, predla�emo da se rukopis ,,Istovremeno neanulira�e L-funkcija
kvadratnih tvistova eliptiqke krive i kvadratnih Dirihleovih L-funkcija
nad funkcijskim po	ima\ prihvati kao doktorska disertacija iz matematike
i da se zaka�e �egova javna odbrana.

U Beogradu, 16. novembra, 2022.

QLANOVI KOMISIJE

prof. dr Aleksandar Lipkovski, redovni profesor
Univerzitet u Beogradu- Matematiqki fakultet

prof. dr Goran �ankovi�, vanredni profesor (mentor)
Univerzitet u Beogradu- Matematiqki fakultet

prof. dr Marko Radovanovi�, vanredni profesor
Univerzitet u Beogradu- Matematiqki fakultet

prof. dr Dragan Stankov, vandredni profesor,
Univerzitet u Beogradu- Rudarsko-geoloxki fakultet fakultet
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