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Na 393. sednici Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta odr�anoj 20. maja

2022. godine u Beogradu odre�eni smo za pregled i ocenu rukopisa

Statistika Selmerovih grupa u familiji eliptiqkih krivih

pridru�enih kongruentnim brojevima

koji je predat kao doktorska disertacija kandidata Ilije Vre�ice. Nakon pregleda

rukopisa koji je Ilija Vre�ica predao komisiji, podnosimo Nastavno-nauqnom ve�u

slede�i

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidata

Ilija Vre�ica je 2010. godine upisao osnovne studije na Matematiqkom fakulte-

tu, smer Teorijska matematika i primene. Diplomirao je 2014. godine sa proseqnom

ocenom 9.80. Iste godine je upisao Master studije na Matematiqkom fakultetu, koje je

zavrxio 2015. godine sa prosekom 10.00, odbranivxi master rad ,,Aritmetiqka stati-

stika kubiqnih i kvartiqnih formi" pod mentorstvom prof. dr Gorana �ankovi�a.

Od 2015. godine je student doktorskih studija na Matematiqkom fakultetu, studijski

program Matematika.

2. Spisak nauqnih radova:

1. G. Djanković, D. -Dokić, N. Lelas, I. Vrećica, On some hybrid power moments of pro-
ducts of generalized quadratic Gauss sums and Kloosterman sums, Lithuanian Mathe-
matical Journal, Vol. 58, No. 1 (2018), pp. 1-14, ISSN: 0363-1672, DOI: 10.1007/s10986-
018-9383-6, IF 2018: 0.566, M22.

2. D. -Dokić, N. Lelas, I. Vrećica, Large values of Dirichlet L-functions over function
fields, International Journal of Number Theory, Vol. 16, No. 5 (2020), pp. 1081-1109,
ISSN: 1793-0421, DOI: 10.1142/S1793042120500566, IF 2020: 0.674, M23.

3. I. Vrećica, Joint distribution for the Selmer ranks of the congruent number cur-
ves, Czechoslovak Mathematical Journal, vol. 70 (2020), issue 1, pp. 105-119, DOI:
10.21136/CMJ.2019.0171- 18, IF 2020: 0.338, M23.



Preprint

4. I. Vrećica, A result on the size of iterated sumsets in Zd, arXiv:2109.04377v2, na
rezenziji

3. Uqex�a u let�im xkolama i nauqnim skupovima:

1. Hausdorff Summer School: L-functions, Open problems and current methods, Hausdoff
Center for Mathematics, University of Bonn, Germany, 2018

2. Hausdorff Summer School: The Circle method: Entering its Second Century, Hausdoff
Center for Mathematics, University of Bonn, Germany, 2021

3. Hausdorff Summer School: Polynomial methods, Hausdoff Center for Mathematics,
University of Bonn, Germany, 2021

4. Building bridges 5th EU/US Summer school and Workshop on Automorphic Forms
and Related Topics, Univerzitet u Sarajevu, Bosna i Hercegovina, avgust 2022.

4. Predmet disertacije

Prvi predmet prouqava�a u disertaciji je skup zbirova u Zd. Ako je G aditivna

grupa, i ako su A,B ⊂ G podskupovi, tada je skup zbirova elemenata skupova A i B
definisan sa A + B := {a + b ∈ G : a ∈ A, b ∈ B}. Posebno, za prirodan broj n se

definixe nA = {a1+· · ·+an ∈ G : a1, . . . , an ∈ A}. Skupovi zbirova u raznim grupama

ili prstenima su jedan od osnovnih objekata prouqava�a u aditivnoj kombinatorici.

Jedan od polaznih rezultata u ovoj disertaciji je rezultat A. Hovanskog The Ne-
wton polytope, the Hilbert polynomial and sums of finite sets, iz 1992. godine, u kome je

pokazano da za svaki konaqan skup A ⊂ Zd postoje polinom pA(X) ∈ Q[X] i prirodan
broj nA takvi da je |nA| = pA(n) za svaki prirodan broj n > nA. Me�utim, rad nije

dao nikakvu procenu za veliqinu nA, niti je dao puno informacija o polinomu pA,
xto je motivisalo da	a istra�iva�a skupova zbirova u Abelovim grupama Zd. Iako
je teorema dokazana na vixe razliqitih naqina nakon 1990. godine, konstanta nA je

odre�ena samo u posebnim sluqajevima, kada je A ⊂ Z, ili kada A ⊂ Zd ima d + 2
elemenata i A − A generixe Zd. U opxtem sluqaju, postoje samo procene. Jedan od

glavnih rezultata ove disertacije je odre�iva�e polinoma pA i konstante nA kada

A ⊂ Zd ima d + 2 elementa i nikojih d + 1 elementa skupa A nije sadr�ano u nekoj

hiperravni. Tako�e je na�eno gor�e ograniqe�e za |hA| kada A ⊂ Zd ima d+3 elementa
i simplicijalni konveksni omotaq.

Drugi predmet prouqava�a u disertaciji su Selmerove grupe Selφ(En/Q) i Selφ̂(En/Q)
vezane za odre�ene izogenije φ i φ̂ na eliptiqkoj krivoj En : y2 = x3−n2x. One su usko
vezane za diofantovski problem odre�iva�a kongruentnih brojeva. U disertaciji se

prikazuje veza izme�u Selmerovih grupa, teorije grafova i kongruentnih brojeva koju

je prvi put pokazao K. Feng u radu Non-congruent numbers, odd graphs and the Birch-
Swinnerton-Dyer conjecture. Naime, prirodan broj n je kongruentan ako i samo ako je



zbir rangova sφ(n) i sφ̂(n) Selmerovih grupa Selφ(En/Q) i Selφ̂(En/Q) razliqit od

nule. Dodatno, elementi Selmerovih grupa Selφ(En/Q) i Selφ̂(En/Q) su prikazani kao
parne particije odre�enih grafova, pri qemu skupovi temena i ivica tih grafova

zavise od prostih faktora prirodnog broja n i Le�androvih simbola izme�u �ih.

Doprinos kandidata je nala�e�e zajedniqke asimptotske distribucije rangova

Selmerovih grupa sφ(n) i sφ̂(n) eliptiqkih krivih En pomo�u teorije grafova.

5. Prikaz disertacije

Disertacija ima XI+69 strana. Glavni deo disertacije je pode	en na uvod i osam
glava. Literatura se sastoji od 43 bibliografske jedinice.

Disertacija je pode	ena na dva dela. Prvi deo se sastoji od glava 1-5, koje se

dotiqu aditivne kombinatorike, dok se glave 6-8 bave Selmerovim grupama u familiji

eliptiqkih krivih pridru�enih kongruentnim brojevima.

Prva glava sadr�i uvod u Erhartovu teoriju, koja obuhvata prebrojava�e taqaka

sa celobrojnim koordinatama u konveksnim politopima P ⊂ Zd qija temena imaju

celobrojne koordinate. Uvodi se pojam konusa nad politopom i �egove generatorne

funkcije predstav	ene kao formalni red. Pomo�u konusa i �egove generatorne funk-

cije pokazano je da za svaki politop P ⊂ Rd qija temena imaju celobrojne koordinate,
i za svaki prirodan broj n postoji polinom ehrP(X) ∈ Z[X] takav da je broj taqaka
sa celobrojnim koordinatama sadr�an u skupu {nx : x ∈ P} jednak ehrP(n) za svaki
prirodan broj n.

U drugoj glavi se uvodi pojam (iteriranog) skupa zbirova. Prikazana je teorema

Hovanskog { da za svaki konaqan skup A ⊂ Zd postoje prirodan broj nA i polinom

pA(X) ∈ Q[X] stepena najvixe d takav da je broj elemenata skupa hA jednak pA(n) za
svaki prirodan broj n > nA.

Tre�a glava sadr�i taqan opis polinoma pA i konstante nA definisanih u drugoj

glavi za skupove A ⊂ Zd sa d+2 elementa takve da skup A−A = {a− b ∈ Zd : a, b ∈ A}
generixe Zd. Pri tome su korix�ene metode i alati Erhartove teorije prilago�eni

za skupove zbirova.

Qetvrta i peta glava su posve�ene originalnim rezultatima kandidata. U qetvrtoj

glavi je prikazan alternativni naqin prebrojava�a broja elemenata hA, kada je A ⊂
Zd skup sa d+ 2 elemenata, i dobija se uopxte�e rezultata iz tre�e glave.

U petoj glavi su prime�ene tehnike iz tre�e glave za odre�iva�e gor�e granice

broja elemenata skupa nA kada je A ⊂ Zd skup sa d + 3 elementa i simplicijalnim

konveksnim omotaqem. Pokazano je primerima da veliqina iteriranih skupova zbi-

rova hA ne mo�e zavisiti samo od veliqine konveksnog omotaqa skupa A i prirodnog

broja n.

Xesta glava sadr�i uvod u pojmove kongruentnog broja i eliptiqkih krivih, daje

kratak uvod u Selmerove grupe pridru�ene eliptiqkim krivama, kao i vezu izme�u

eliptiqkih krivih i kongruentnih brojeva. Na kraju, uvodi se pojam L-funkcije LE(s)
eliptiqke krive E definisane nad Q, i prikazana je Birch–Swinnerton-Dyer (BSD)
hipoteza. Po hipotezi, red nule L-funkcije LE(s) u taqki s = 1 jednak je rangu grupe



E(Q), zbog qega bi dokaz (BSD) hipoteze dao opis kongruentnih brojeva.

U sedmoj glavi je prikazana veza izme�u problema kongruentnih brojeva, L funk-

cija na eliptiqkim krivama opisanih jednaqinama En : y2 = x3 − n2x, i Selmerovih

grupa pridru�enih izogenijama na tim krivama. Selmerove grupe su da	e kodirane

tzv. parnim particijama odre�enog grafa. Zatim je pokazano da eliptiqka kriva En
ima rang nula kada su rangovi Selmerovih grupa minimalni.

Osma glava sadr�i originalni rezultat kandidata. Rangovi dve Selmerove grupe

eliptiqke krive En su izra�eni preko ranga Laplasove matrice odre�enog grafa,

qiji skupovi temena i ivica zavise od prostih faktora broja n i odre�enih Le�an-

drovih simbola. Pomo�u verovatno�e da prirodan broj n ima ne samo odgovaraju�i

broj prostih faktora, ve� i fiksirane vrednosti Le�androvih simbola izme�u �ih,

kao i verovatno�e da matrica odre�enog oblika nad po	em F2 ima dati rang, kandidat

nalazi distribuciju rangova Selmerovih grupa na eliptiqkim krivama iz familije

En.

5. Zak	uqak

Doktorska disertacija ,,Statistika Selmerovih grupa u familiji eliptiqkih

krivih pridru�enih kongruentnim brojevima\ prouqava dva aritmetiqki znaqajna

pita�a, raspodelu ranga Selmerovih grupa jedne familije eliptiqkih krivih i kar-

dinalnost skupova zbirova u Zd, metodama diskretne matematike. Kandidat je doxao
do nekoliko originalnih rezultata u obe navedene tematike. Pored ovoga, kandidat

ima koautorske radove i u teoriji L-funkcija i teoriji eksponencijalnih suma.

Ilija Vre�ica je do sada objavio tri rada u qasopisima sa SCI liste, od toga je-

dan samostalan. Na osnovu svega navedenog, kako su ispu�eni svi formalni uslovi,

predla�emo da se rukopis ,,Statistika Selmerovih grupa u familiji eliptiqkih

krivih pridru�enih kongruentnim brojevima\ prihvati kao doktorska disertacija

iz matematike i da se zaka�e �egova javna odbrana.

U Beogradu, 16. novembra 2022. godine

Qlanovi komisije:

prof. dr Zoran Petrovi�, redovni profesor,

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

prof. dr Goran �ankovi�, vanredni profesor (mentor),

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet



prof. dr Marko Radovanovi�, vanredni profesor,

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

prof. dr Dragan Stankov, vanredni profesor,

Univerzitet u Beogradu, Rudarsko-geoloxki fakultet

dr Ta�a Stojadinovi�, docent,

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet


