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Na sednici Nastavno-nauqnog ve�a Matematiqkog fakulteta odr�anoj 18. 11.
2011. u Beogradu odre�eni smo u Komisiju za pregled i ocenu doktorske di-
sertacije

Grebnerove baze i imerzije Grasmanovih mnogostrukosti

magistra Branislava Prvulovi�a. Kandidat je predao tekst, komisija je isti
pregledala i podnosi Ve�u slede�i

IZVEXTAJ

1. Biografija kandidata

Branislav Prvulovi� je ro�en 12. oktobra 1977. godine u Beogradu. Sred-
ǌu elektrotehniqku xkolu ,,Nikola Tesla” zavrxio je 1997. godine. Diplomi-
rao je na Matematiqkom fakultetu u Beogradu (smer Teorijska matematika
i primene) u oktobru 2003. godine sa proseqnom ocenom 9, 32. Magistrirao
je u maju 2007. godine, tako�e na Matematiqkom fakultetu u Beogradu, smer
Topologija, odbranivxi rad pod naslovom ,,Karakteristiqne klase u teoriji
opstrukcija” (mentor prof. dr. Sinixa Vre�ica). Ve� xest i po godina radi
kao asistent na katedri za topologiju Matematiqkog fakulteta u Beogradu.
Saradnik je na projektu ,,Topologija, geometrija i globalna analiza na mno-
gostrukostima i diskretnim strukturama”, broj 174034.

2. Spisak nauqnih radova kandidata

(1) Z. Z. Petrović, B. I. Prvulović, On Groebner bases and immersions of Grassmann manifolds
G2,n, Homology Homotopy Appl. 13(2) (2011) 113–128. (SCI)

(2) -D. Baralić, B. Prvulović, G. Stojanović, S. Vrećica, R. Živaljević, Topological obstructions to
totally skew embeddings, Trans. Amer. Math. Soc. 364 (2012) 2213–2226. (SCI)

(3) B. I. Prvulović, Gröbner bases for complex Grassmann manifolds, Publ. Inst. Math. 90(104)
(2011) 23–46.

(4) Z. Z. Petrović, B. I. Prvulović, Groebner bases and some immersion theorems for Grassmann
manifolds G3,n, na recenziji.

(5) Z. Z. Petrović, B. I. Prvulović, Equivariant maps between complex Stiefel manifolds, na re-
cenziji.
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3. Predmet doktorske disertacije

U svom klasiqnom radu iz 1944. godine, H. Vitni je dokazao da se svaka kom-
paktna glatka n-dimenziona mnogostrukost mo�e imerzovati u euklidski pros-
tor R2n−1. Pitaǌe koje se prirodno name�e je da li se ovaj rezultat mo�e popra-
viti i u opxtem sluqaju, a i u pojedinaqnim sluqajevima (dakle za konkretne
mnogostrukosti). Kao zavrxetak dugogodixǌeg istra�ivaǌa vixe istaknutih
topologa, R. Koen je u svom radu iz 1985. godine dokazao poznatu immersion con-
jecture: svaka kompaktna glatka mnogostrukost dimenzije n mo�e se imerzovati u
prostor R2n−α(n), gde je α(n) broj jedinica u binarnom razvoju broja n. Ovaj rezul-
tat se ne mo�e popraviti u opxtem sluqaju. Naime, ako je n = 2k1 + · · · + 2ks, gde
je k1 > · · · > ks, tj. ako je α(n) = s, onda se mnogostrukost RP 2k1 × · · · ×RP 2ks ne mo�e
imerzovati u R2n−s−1, xto se lako mo�e pokazati pomo�u Xtifel-Vitnijevih
karakteristiqnih klasa.
Poxto je opxti sluqaj razrexen, postavǉa se pitaǌe da li se za konkretnu

mnogostrukost, odnosno za konkretnu familiju mnogostrukosti, rezultat mo�e
popraviti. Najvixe radova u ovom kontekstu je posve�eno pitaǌu imerzija re-
alnih projektivnih prostora, mada su istra�ivani i kompleksni projektivni
prostori, a u novije vreme, na primer, i le�asti prostori i Grasmanove mno-
gostrukosti. Realni projektivni prostori su zbog svoje jednostavne strukture
omogu�avali razne pristupe ovom problemu. Opxti rezultat �. Milgrama i K.
Lama pokazuje da se RP n mo�e imerzovati u R2n−α(n)−k(n), gde je k(n) = 1, 2 ili 4 u
zavisnosti od broja n. Dakle, taj rezultat ,,popravǉa” opxti Koenov rezultat
samo za 1, 2, ili 4 u pojedinim sluqajevima. Kao xto vidimo predstavǉaǌe
broja n preko stepena dvojke je centralno u ovim problemima. Stoga su raznim
drugim metodama dobijeni boǉi rezultati od ovih ukoliko je n suma nekoliko
stepena dvojke, ili nekog drugog pogodnog oblika.
Problem imerzije, kao problem iz diferencijalne topologije, se pomo�u Hir-

xove teoreme iz 1959. godine, svodi na problem iz teorije homotopije. Naime,
posmatra se klasa stabilnog normalnog raslojeǌa date mnogostrukosti Mn, koja
se vidi kao preslikavaǌe ν : Mn → BO i ispituje se da li se to preslikavaǌe
mo�e ,,podi�i” do preslikavaǌa u prostor BO(m) (xto bi znaqilo da postoji
imerzija Mn u Rn+m). U svrhu ispitivaǌa postojaǌa ovog podizaǌa, koristi se
teorija opstrukcija, preciznije metod modifikovanih kula Postnikova. Ideja
je da se prostor BO(m) zameni prostorom E = Er, a preslikavaǌe BO(m) → BO
nizom preslikavaǌa Es → Es−1, s = 1, r, gde je E0 = BO, tako da je postojaǌe
podizaǌa do BO(m) ekvivalentno postojaǌu podizaǌa do E za mnogostrukosti
dimenzije ne ve�e od datog broja. Podizaǌe se vrxi ,,sprat po sprat” (do
E1, potom do E2 itd.), tako da se ispitivaǌe postojaǌa svakog podizaǌa vrxi
odre�ivaǌem takozvanih k-invarijanti (odre�enih kohomoloxkih klasa u nave-
denim prostorima) i po potrebi variraǌem podizaǌa na ni�im nivoima, da bi
se moglo pre�i na vixe spratove. Da bi se to moglo izvesti, potrebno je da
postoji odliqna kontrola nad kohomologijom prostora (sve kohomologije koje se
ovde razmatraju su kohomologije sa Z/2 koeficijentima) date mnogostrukosti,
ne samo kao kohomoloxke algebre, nego i kao modula nad Stinrodovom algebrom.
U sluqaju projektivnih prostora, to je uistinu tako, ali u sluqaju Grasmanovih
mnogostrukosti to ve� nije sluqaj.



3

Grasmanova mnogostrukost Gk,n = Gk(Rn+k) je mnogostrukost dimenzije kn, koju
qine k-dimenzioni potprostori u Rn+k. Realni projektivni prostori su speci-
jalni sluqaj Grasmanovih mnogostrukosti – RP n = G1,n. Kohomologija Gras-
manove mnogostrukosti Gk,n (u Borelovoj slici) je algebra Z/2[w1, . . . , wk]/Ik,n,
gde je ideal Ik,n zapravo ideal generisan dualnim klasama wn+1, . . . , wn+k zada-
tim relacijom (1 + w1 + · · · + wk)(1 + w1 + · · · + wn+k) = 1. Kao xto vidimo, radi se
o polinomijalnoj algebri sa vixe neodre�enih poseqenoj po jasno definisanom
idealu. Da bi se metoda modifikovanih kula Postnikova primenila, potrebno
je pre svega imati xto boǉi opis ove kohomologije. U ovoj tezi, pa�ǌa je
posve�ena sluqajevima k = 2 i k = 3, dakle, dobijaǌu novih rezultata o imerz-
iji G2,n i G3,n. Kontrola kohomologije se uspostavǉa odre�ivaǌem Grebnerovih
baza ideala I2,n i I3,n.

4. Prikaz disertacije

Ova disertacija se sastoji od predgovora na 4 strane, teksta od 208 strana
podeǉenog u 4 glave i spiska literature od 38 bibliografskih jedinica.
Prva glava (str. 9–38) ima 5 odeǉaka i posve�ena je standardnom materijalu

o Grebnerovim bazama. Ima za ciǉ uvo�eǌe neophodne terminologije, pojmova
i oznaka, kao i rezultata, koji �e kasnije biti korix�eni. Radi komplet-
nosti, navedeni su dokazi nekih teorema, a posebno treba ista�i teoremu 36 u
petom odeǉku u kojoj su navedeni ekvivalentni uslovi da bi neki skup polinoma
qinio Grebnerovu bazu datog ideala. Naime, u ovom radu za odre�ivaǌe Greb-
nerove baze niji korix�en Buhbergerov algoritam, nego jedan kriterijum, koji
se oslaǌa na tzv. t-prezentaciju S polinoma.
Druga glava (str. 39–128) posve�ena je detaǉnom opisu teorije modifiko-

vanih kula Postnikova. Naime, ova teorija je formulisana u radovima, pre
svega, M. Mahovalda i S. Gitlera i nema odgovaraju�u prezentaciju u u
beniq-
koj literaturi (a neki va�ni rezultati se mogu na�i samo u doktorskoj diser-
taciji F. Nusbauma, uqenika M. Mahovalda, i nikada nisu objavǉeni u nekom
qasopisu, ili kǌizi), a i same definicije se unekoliko razlikuju u pojedinim
radovima. Stoga je ovde uqiǌen napor da se za sluqaj modulo 2 kohomologije,
koji je jedini od interesa za ovu tezu, prezentuje ta teorija xto komplet-
nije. U tu svrhu, kandidat je dao neke originalne dokaze, koji su jednos-
tavniji i jasniji od postoje�ih, a osim toga je neke kompletirao i pojasnio.
Ova glava ima 12 odeǉaka. U prva dva odeǉka razmatra se opxti problem
podizaǌa preslikavaǌa, obiqne kule Postnikova, kao i pojam transgresije.
Tre�i odeǉak posve�en je prezentaciji rezultata Nusbauma, od kojih posebno
vredi ista�i qiǌenicu o trivijalnosti dejstva fundamentalne grupe baze na
transgresivne klase u sloju, xto znatno pojednostavǉuje primene (jer nemamo
problem lokalnih koeficijenata). Odeǉci 4 do 7 bave se postepenim uvo�eǌem
modifikovanih kula Postnikova, preko Adamsovih kula (torǌeva) i rezolu-
cija nad Stinrodovom algebrom. Tu se daje veza sa Adamsovim spektralnim
nizom. Osmi odeǉak posve�en je Mesi-Pitersovonoj algebri, dok je deveti ode-
ǉak posve�en relativnoj transgresiji. U odeǉku 10, kandidat detaǉno objax-
ǌava kako se odre�uju k-invarijante, dok je naredni odeǉak zapravo sa�etak
prethodnih rezultata. U zavrxnom, dvanaestom i najobimnijem odeǉku, kandi-
dat gradi modifikovanu kulu Postnikova za fibraciju Vn → BO(n)→ BO (gde je
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Vn beskonaqna Xtifelova mnogostrukost). Detaǉno se razmatraju svi sluqa-
jevi, koji su od znaqaja za primene u qetvrtoj glavi ove teze i opisuje se kako
se iz Adamsovih karti za homotopiju Xtifelove mnogostrukosti Vn dobijaju
k-invarijante. Detaǉan raqun za odre�ivaǌe ovih invarijanti je izveden.
Tre�a glava (str. 129–162) ima 5 odeǉaka i sadr�i originalne algebarske

doprinose autora. Naime, K. Monks je u radu iz 2001. godine odredio Greb-
nerove baze za I2,n u sluqaju kada je n oblika 2s− 3 i 2s− 4 i te rezultate kasnije
primenio za dobijaǌe rezultata o imerzijama G2,n. On je koristio leksikograf-
ski poredak monoma iz Z/2[w1, w2] baziran na ure�eǌu w1 < w2. U ovoj tezi, mr B.
Prvulovi� je koristio gradirani (graduisani) leksikografski poredak monoma
baziran na ure�eǌu w1 > w2 i dobio redukovanu Grebnerovu bazu za G2,n za sve
n. Osim toga, korix�eǌem gradiranog leksikografskog poretka baziranog na
ure�eǌu w1 > w2 > w3, kandidat je odredio redukovanu Grebnerovu bazu za I3,n za
sve n. U prvom odeǉku ove glave, kandidat je dokazao neke veze me�u binomnim
koeficijentima, koje le�e u osnovi odre�ivaǌa navedenih Grebnerovih baza.
Mada se u ovom radu kandidat bavi modulo 2 kohomologijom, ipak su neki dokazi
dati za cele brojeve i oni su osnova za odre�ivaǌe odgovaraju�ih Grebnerovih
baza za ideale koji odre�uju celobrojnu kohomologiju kompleksnih Grasmani-
jana, a koje je kandidat objavio u svom samostalnom radu (3). Drugi odeǉak
ove glave je posve�en kratkom opisu kohomologije Grasmanijana, a u tre�em
i qetvrtom odeǉku su odre�ene navedene Grebnerove baze. Ovi rezultati su
sadr�ani u radovima (1) i (4) – rad (1) je objavǉen u qasopisu sa SCI liste,
dok je rad (4) na recenziji. Ove Grebnerove baze su poslu�ile kandidatu da
odredi i baze za kohomologiju Grasmanijana kao vektorskog prostora nad Z/2.
U petom odeǉku, kandidat je naveo svoje hipoteze o Grebnerovim bazama za Ik,n
za sluqaj k ≥ 4 i o bazama kohomologije Grasmanijana kao vektorskog prostora
nad Z/2 za k ≥ 4.
Qetvrta glava (str. 163–216) ima tri odeǉka i sadr�i originalne topoloxke

rezultate kandidata. U prvom odeǉku je dat kratak uvod sa pregledom dobijenih
rezultata, drugi odeǉak je posve�en imerzijama G2,n, a tre�i imerzijama G3,n.
U sluqaju G2,n, do sada poznati rezultati su bili slede�i (navodimo samo

najboǉe rezultate i to one koji se tiqu postojaǌa imerzije). U radu iz 2001.
godine K. Monks je pokazao da se G2,n mo�e imerzovati u R4n−3 kada je n oblika
2s− 3 za neko s ≥ 3. Ovaj rezultat je boǉi od Koenovog opxteg rezultata samo za
sluqaj G2,5. Monksov rezultat je popravio T. Ximkus u radu iz 2007. godine.
On je dokazao da se G2,n mo�e imerzovati u R4n−5 ukoliko je n = 2s − 3, za s ≥ 4.
Ovaj rezultat je boǉi od Koenovog samo za G2,13 i G2,29. Kandidat B. Prvulovi�
je dokazao da se za svaki neparan broj n Grasmanijan G2,n mo�e imerzovati u
R4n−5. Ovaj rezultat je boǉi od opxteg Koenovog rezultata za sve n za koje je
2 ≤ α(n) < 5 (u sluqaju kada je n stepen dvojke, na osnovu ranijih rezultata je
poznato da je imm(G2,2s) = 2s+2− 2, za s ≥ 1, gde je sa imm(M) oznaqeno najmaǌe d za
koje postoji imerzija M u Rd).
U sluqaju G3,n poznato je bilo da je imm(G3,3) = 15 i imm(G3,4) = 21, a bila su

poznata i neka doǌa ograniqeǌa za imm(G3,n) sadr�ana u radu V. Oprojua iz
1977. godine. Rezultati B. Prvulovi�a iz ove teze su slede�i:

• ako je n ≡ 0 (mod 4), onda je imm(G3,n) ≤ 6n− 3;
• ako je n ≡ 6 (mod 8), onda je imm(G3,n) ≤ 6n− 5;
• ako je n ≡ 1 (mod 8) i n 6= 1, onda je imm(G3,n) ≤ 6n− 6;
• ako je n ≡ 2 (mod 8) i n 6= 2, onda je imm(G3,n) ≤ 6n− 7.
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U mnogo sluqajeva, ovi rezultati su boǉi od opxteg Koenovog za 1, 2, ili 3 u
zavisnosti od sluqaja i oblika broja n. Vredi ista�i da je, uz postoje�e doǌe
ograniqeǌe, ovim rezultatima ustanovǉeno da je imm(G3,2r) = 6 · 2r − 3.

5. Zakǉuqak
Rezultati do kojih je mr B. Prvulovi� doxao u svom radu i koje je pred-

stavio u podnetom tekstu predstavǉaju odliqan spoj algebre i topologije, kao
i klasiqnog i modernog. Topoloxki rezultati koji su dobijeni klasiqnim
topoloxkim tehnikama pomo�u teorije opstrukcija, nisu mogli biti dobijeni
bez modernih algebarskih metoda sadr�anih u upotrebi Grebnerovih baza. Kan-
didat je ovladao veoma naprednim topoloxkim metodama i dobio znaqajne nove
rezultate u kompetitivnoj oblasti teorije imerzija. Oni su u mnogim sluqa-
jevima boǉi od ve� postoje�ih najboǉih rezultata, a ponekad daju i konaqan
odgovor na pitaǌe najboǉe imerzije. Osim toga, algebarski rezultati oliqeni
u odre�ivaǌu Grebnerovih baza za ideale I2,n i I3,n sigurno �e biti od koristi
svima, kojima je u radu potrebno raqunaǌe u kohomologiji ovih Grasmanijana.
Zbog svega navedenog, predla�emo Nastavno-nauqnom ve�u Matematiqkog fa-

kulteta da prihvati prilo�eni tekst kao doktorsku disertaciju mr B. Prvulo-
vi�a i odredi komisiju za ǌenu javnu odbranu.

Beograd, 5. mart 2012.

KOMISIJA:

dr Zoran Petrovi� (mentor),
vanredni profesor Matematiqkog fakulteta

dr Sinixa Vre�ica,
redovni profesor Matematiqkog fakulteta

dr Aleksandar Lipkovski,
redovni profesor Matematiqkog fakulteta

dr Rade �ivaǉevi�,
nauqni savetnik, Matematiqki institut SANU


