HacraBuo-nayunom Behy
MaremMaTuakor Gakyarera
YHuBep3urera y beorpany

Ha cemamnmu Hacrasro-mayunor Beha Maremarnuror ¢akynarera ogp:xanoj 18. 11.
2011. y Beorpany ompebenu cmo y Komucujy 3a mperisienm m OmeHy OOKTOPCKe IU-
cepTamuje

I'pebHEpOBE Da3e m umep3uje I'pacMaHOBUX MHOTOCTPYKOCTHU

maructpa bpanucnaBa IIpBynoBuha. Kamgunar je mpemao TekcT, KOMUCH]ja je UCTU
npersenaJja u nonHocu Behy cienehn

N3BEIIITAJ

1. Buorpaduja kanmunara

Bpanucaar IIpBymnoBuh je poben 12. oxkrobpa 1977. romuue y Beorpany. Cpen-
BY €JEeKTPOTEeXHUUKY IKOJIY ,,Huroma Tecna” 3apmuo je 1997. romume. lunmomu-
pao je ma Maremaruukom ¢arkynarery y Beorpanmy (cmep Teopujcka maremaTuka
u npumere) y okrobpy 2003. rommue ca mpoceunom omeHom 9,32. Maructpupao
je y majy 2007. romune, takobe ma Maremarnurom ¢akynarery y Deorpanmy, cmep
Tomnosoruja, ondpaHUBIIKM paj MOA HACIOBOM ,KapakTepucTuyHe Kjaace y TEOpUju
oncrpykmuja”’ (merTop npod. ap. Cunuma Bpehwuna). Beh mect u no ronuna panu
Ka0 aCHUCTEHT Ha KaTelnpu 3a TomnoJsorujy Maremarwurkor ¢akynrera y Deorpany.
Capanauk je Ha mpojekry ,, Tomosoruja, reomerpuja u riaobaiHA aHaJIU3a HA MHO-
TOCTPYKOCTUMA U OUCKPETHUM CTPyKTypama’, O6poj 174034.

2. Coucak HaAyYHUMX PaaoBa KaHIOUIATA

(1) Z. Z. Petrovi¢, B. I. Prvulovi¢, On Groebner bases and immersions of Grassmann manifolds
G2, Homology Homotopy Appl. 13(2) (2011) 113-128. (SCI)

(2) b. Barali¢, B. Prvulovié, G. Stojanovi¢, S. Vredica, R. Zivaljevié, Topological obstructions to
totally skew embeddings, Trans. Amer. Math. Soc. 364 (2012) 2213-2226. (SCI)

(3) B. L. Prvulovi¢, Grébner bases for complex Grassmann manifolds, Publ. Inst. Math. 90(104)
(2011) 23-46.

(4) Z. Z. Petrovié¢, B. I. Prvulovi¢, Groebner bases and some immersion theorems for Grassmann
manifolds Gs,,, Ha PENEH3U]U.

(5) Z. Z. Petrovié¢, B. I. Prvulovié, Equivariant maps between complex Stiefel manifolds, Ha pe-
IIEH3U) 1.
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3. IIpemMer mMOKTOPCKE mUcCepTaIuje

Y cBoM kJlacuvHOM pamy m3 1944. romune, X. BuTHuU je mokas3ao ma ce cBaka KOM-
MaKTHA TJIATKA n-ANMEH3MOHA MHOTOCTPYKOCT MOKE€ MMEP30BATU Y €YKIUACKUA IIPOC-
top R*"71. Tlurame Koje ce mpupoauo Hamelie je ma au ce oBaj pe3yaTaT MOKE IOIPa-
BUTU U y OIIITEM CJIydYajy, a U y MOjeANHAYHUM CiydajeBuMa (Jakie 3a KOHKPETHE
MHOTOCTpYyKOCTH). Kao 3aBpmerak IyroroJuiiimer UCTPaKUBAHA BUIIE UCTAKHYTUX
tomojiora, P. Koen je y cBom pany u3 1985. romuHe mOoKa3zao MO3HATY immersion con-
jecture: CBaKa KOMIIAKTHA T'JIaTKAa MHOTOCTPYKOCT AVWMEH3UjE n MOXKE C€ MMEP30BATU Y
npoctop R~ rne je a(n) 6poj jemuanna y 6uHapHOM pasBojy 6poja n. OBaj pesyi-
TaT Ce HEe MOKEe IOIPAaBUTH y ommTeM ciaydajy. Haume, ako je n =2 4 ... 4+ 2% rpe
je ki >--- >k, Tj. aKo je a(n) = s, oHZA ce MHOTOCTPYKOCT RP2" x ... x RP?™ me moe
nMep3oBatu y R* 571 mro ce mako moske mokazatu momohy Illtuden-Buraujesux
KApPaKTEPUCTUYHUX KJaaca.

[Tomro je ommTu caydvaj paspelmeH, MOCTaBJba Ce MUTAkE 14 JU Ce 38 KOHKPEeTHY
MHOT'OCTPYKOCT, OTHOCHO 3a KOHKDETHY (aMWINjy MHOTOCTPYKOCTHU, PE3YITAT MOKE
nonpaButu. HajBume pamoBa y OBOM KOHTEKCTY je mocBeheHO muramy mMmep3uja pe-
QJIHUX MPOJEKTUBHUX MPOCTOPa, Mala Cy UCTPAKUBAHU U KOMIUJIEKCHU MPOjEKTUBHU
IPOCTOPU, & Y HOBUje BpeMe, Ha npumep, u jJehactu npocropu u ['pacMmanoBe MHO-
rocTpykoctu. PeasHu mpojeKTuBHU IpocTOpu Ccy 300r CBOje jemHOCTaBHE CTPYKTYpe
omoryhaBaau pa3ne mpuctymne oBoMm npobaemy. Ommru pesyarar [I. Muarpama n K.
Jlama mokasyje ma ce RP" moske nMep3oBatu y R~ =F") rne je k(n) =1,2 mmm 4 y
3aBucHOCTU o1 Opoja n. Ilakme, Taj pesynarar ,mompaBsa’ onmTu KoeHOB pe3yarar
camo 3a 1, 2, wiau 4 y HOjeAWHUM CJydajeBuMa. Kao IMTO BUAWMO IPEICTABJHAILE
Opoja n MPeKo CTeleHa OBOjKe je MEeHTPAJHO y oBuM mpobsemuma. Crora cy pasHUM
OPYTUM MeTonaMa AoOujeHru OO0JbM PEe3yJITATU O OBUX YKOJIMKO j€ n CyMa HEKOJUKO
CTeNeHa MBOjKEe, WJIM HEKOT APYTOr MOTOMHOT ODJIUKA.

[Ipobnem nmepsnje, Kao npodaem u3 audepeHnyjaane Tonoaornje, ce nomohy Xup-
moBe TeopeMe m3 1959. ronmue, cBOMM Ha MpoOJIEM m3 Teopuje xomoromnuje. Hawmme,
mocMaTpa ce Kjaaca cTabUIHOT HOPMAJHOT Paciiojema AaTe MHOTOCTPYKocTu M™, Koja
ce BUIU Kao mpecaukaBame v: M" — BO m ucnuryje ce na JU Ce TO IPECIUKABAILE
MOke ,nomuhu”’ 1o mpecaukaBama y npoctop BO(m) (mrTo 6w 3HAUMIO ma TOCTOjU
uMepsuja M™ y R"™™). Y ¢BpXy UCIUTUBAHA MOCTOjamha OBOT MOIU3aHa, KOPUCTU Ce
Teopuja OICTPYKIUja, Ipenu3Huje Meton MonuduroBanux kyna [loctamkoBa. M neja
je ma ce mpoctop BO(m) 3amenu npoctopoMm E = E,, a npecaukaBame BO(m) — BO
HU30M IpecaukaBama FE, — E,_, s = 1,r, rae je Ey = BO, Tako Oa je IOCTOjame
nomu3ama 10 BO(m) eKBUBAJIEHTHO MOCTOjamy MOAM3ama MO0 E 3a MHOTOCTPYKOCTU
numvensuje He Behe om maror 6poja. Ilommsame ce Bpmum ,,cupar mo cuopatr”’ (mo
E;, morom no E,; WTH.), TAKO a Ce UCIUTUBAHKE IIOCTOjaa CBAKOD MOIU3aha BPIIU
onpebuBamem Tako3BauHux k-unBapujaHTu (OapebhHeHUX KOXOMOJIONIKAX KJIACA Y HABe-
IEHUM IIPOCTOPUMA) U IO NMOTPebu BapupameM HOIU3aa HA HUKUM HUBOUMA, 1a Ou
ce moryio nmpehu Ha Bume cuparoBe. [la O6u ce TO Morso m3Bectu, NOTpebHO je ma
OCTOjU OJJIMYHA KOHTPOJIA HA L KOXOMOJOTMjOM MPOCTOPa (CBe KOXOMOJIOTHje KOoje ce
OBIe pa3MaTpajy Cy KOXOMoJIoruje ca Z/2 KoepUulUrjeHTuMa) JaTe MHOTMOCTPYKOCTH,
HEe caMO Kao KOXOMOJIOIIKe ajredpe, Hero u kao MmoayJia xHama CTUHPOIOBOM ajiredpom.
Y ciaydajy IpOjeKTUBHUX IPOCTOPAa, TO je YUCTUHY TaKo, ajin y ciaydajy ['pacmanoBUx
MHOTOCTPYKOCTU TO Beh Huje cayuaj.



3

['pacmanoBa MHOTOCTPYKOCT Gy, = Gi(R"*) je MmEOTOCTpPYKOCT mmMMensuje kn, KOjy
ynHe k- IMMEeH3UOHM HoTnpocTtopu y R, PeasiHu mpojeKTUBHU NPOCTOPU Cy CIEIU-
jaman caydaj I'pacmamoBux MHOrocTpykoctu — RP" = G;,. Koxomomormja I'pac-
MaHOBe MHOrocrpykoctu Gy, (y DBopenoBoj caunwm) je anrebpa Z/2ws, ..., wx]/Ixn,
rae je mmeas I, 3ampaBo nAeaJ I'eHEPUCAH OYAJHUM KJIACAMA Wpil, ..., Wnik 3302-
tuM penanujoM (1 4+ wy + -+ +wg)(l + W, + -+ + W) = 1. Kao mro Buaumo, panu ce
O HOJIMHOMU]jaJIHO] ajredpu ca Bullle HeoApeDheHUX IoCeUeHoj MO jaCHO Ne(GUHICAHOM
nneany. lla 6u ce merona momudurkoBanux Kyna [locTHukOBa mpuMeHuUsa, TOTPEOHO
je mpe cBera mMaTu mTO OOJBU ONMC OBE KOXOMOJIOTHjE. Y OBOj Te3U, HaKma je
nocBehena cayuajeBuMa k =2 u k = 3, gakje, qoOUjamy HOBUX pPE3yJITATAa O MMEP3-
uju Gy, un G5,. Korrpona xoxomosoruje ce ycnocrasiba onpebuBamem ['pebrepoBux
6a3za uneana Iy, u Is,.

4. IIpuka3z mucepraruje

OBa mucepramuja ce cacToju on mpenroBopa Ha 4 crpane, Tekcta on 208 crpana
oJesbeHOT Y 4 riaBe M CcOUCKa JuTepaTrype ol 38 OubanorpadCcKux jequHUIA.

[Ipsa raasa (cTp. 9-38) uma 5 omemaka u mocsehena je crapmapaHOM MaTepUjaLy
o I'pebuepoBum Gaszama. Vma 3a i yBobheme HEONXOIHE TEPMUHOJIOTH]jE, ITOjMOBA
1 O3HaKa, Kao W pe3yJiTaTta, KOoju he kKacHuje Outm kKopumhenu. Pamu rommiaer-
HOCTH, HaBEIEeHU Cy MOKa3UW HEKUX TeopeMa, a mocedbuo tpeba mcrtahm teopemy 36 y
IIeTOM OIEeJbKY YV KOjO] Cy HaBeIeHU €KBUBAJEHTHU YCJOBU Ma OU HEKU CKYM MOJUHOMA
yuano ['pebuepoBy Oa3y maror mumeasa. Hawmme, y oBoM pany 3a oapebuBame ['pebd-
HepoBe 0Oase HUju KopumheH ByxbeprepoB ajaropuram, HETO jenaH KPUTEPUjyM, KOjU
ce ocyama Ha T3B. (-Ipe3eHTanujy S MOJIWHOMA.

Hpyra raasa (ctp. 39-128) mocsehiena je meramHOM ommcy Teopuje MOIUPUKO-
BaHux kKyzaa IloctHmrkoBa. Hawmme, oBa Teopwmja je dopmyinmcana y pagoBuUMa, IIpe
ceera, M. Maxosanna u C. ['utnepa u Hema oarosapajyny npesenranujy y yubeHud-
KOj aurepaTypu (a HEKV BayKHU DPE3yJTaTU ce MOry Hallm camMo y HOKTOPCKO] OUCEep-
ranuju ®. Hycbayma, yuenuka M. MaxoBaama, u HUKaAa HUCY OOjaB/bEHU y HEKOM
YACONNCY, WU KIBU3M), & U caMe NePUHUIMje Ce YHEKOJIUKO PA3JIUKY]y y MO0jeIUMHAM
pamoBuMma. Crora je oBme yuumeH HAIOP Oa Ce 3a CIAyYaj MOIYJIO 2 KOXOMOJIOTHUje,
KOjU je jeouHUW OJ WHTEpeca 3a OBy Te3y, NMpe3eHTyje Ta Teopuja IITO KOMILJIET-
HUuje. Y Ty CBPXYy, KaHIUAAT je Mao HeKe OPUTrMHAJHE NOOKa3e, KOJUu CY jemTHOC-
TABHUJU U jaCHUjU O MocTojehmx, a ocuMm TOTa je HEeKe KOMIIETUPAO U I0jaCHUO.
Osa rmaBa mMma 12 omesbaka. Y NpBa ABa ONEJ/bKa pa3MaTpa Ce OUIMITU IpobiieMm
noau3ama IpeciauKaBama, obmuHe Kyiae llocTHMKOBa, Kao M mojaM TpaHCTPECHje.
Tpehu onmemak mocsehen je mpesenTanuju pesyiarara Hycbaywma, om kKojux moceOHO
Bpeau ncrahy YymmeHUuIy O TPUBHUjAJHOCTU OejcTBa (yHIAMEHTaJHe Ipyle Oa3ze HA
TPAHCT'DECUBHE KJIaCe y CJIOjy, IITO 3HATHO MOjeJHOCTABJbYje MpuMeHe (jep HeMaMmo
npobJieM sokaJgHUX Koepuimjenara). Onemun 4 no 7 6aBe ce mocreneHnM yBobhemem
MoaudpuroBaHUX Kysa [locTHukoBa, mpeko AmamcoBux Kyna (TOpHm:E€BA) U Pe30y-
muja Han CruapomoBoM ajaredbpom. Ty ce maje Besa ca AmaMCOBUM CHEKTPAaJHUM
mu3om. Ocmu omesmak mocBehen je Mecu-IlurepcoBonoj anredbpu, HOK je meBeTH Ome-
JbaK mocBeheH pesmaTtuBHO] TpaHcrpecuju. Y omnesky 10, kKaHaUIAT neTabHO OOjarr-
IBbaBa Kako ce onpebyjy k-wHBapujanTe, HOK je HAPEIHU OMEJbaK 3aIPaBO CaKETaK
OPEeTXOMHUX pe3yJjTara. ¥ 3aBPIIHOM, TBAHAECTOM U HAJOOMMHUjeM ONEeJbKY, KaHIV-
mat rpaau MoaudukoBaHy Kyuy lloctHukoBa 3a ¢ubparujy V, — BO(n) — BO (rme je
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V,, 6eckonauna [lItupenoa muorocTpyroct). JleramHo ce pazMarpajy CBU Cilyda-
jeBU, KOJU Cy O] 3Haudaja 3a IPUMeHe Yy YeTBPTO] IJIaBU OBE Te€3€ U OIUCYyje ce KaKO
ce m3 AmamcoBux raptu 3a xomoronujy ltudesoBe muorocrpykoctu V, mobujajy
k-unaBapujante. /letasmaH pauyH 3a oapebuBame OBUX MHBAPUjAHTU j€ U3BEIEH.

Tpeha raasa (cTtp. 129-162) uma 5 omemakra U CaIp:KUA OPUTMHAJHE aJrebGapcke
nonpuHoce aytopa. Hawmme, K. Monkc je y pany u3 2001. romune oapemuo ['pebd-
HepoBe 0Oase 3a [, y caydajy kana je n obinmka 2°—3 u 2° —4 u Te pe3ynarare KacHUje
IPUMEHNO 3a nobujame pesyiarata o nMmepsujama Gs,. OH je KOPUCTUO JEKCUKOTpap-
CKU TIOpenax MOoHOMa mu3 Z/2[w;,ws] 6a3upan Ha ypebemy w; < we. Y 0BOj Te3u, Mp b.
[IpBynoBuh je kopucTHO rpaaupanu (IpagyUCcan) JEKCUKOTpadCKU TOpenaK MOHOMA
b6a3upaH Ha ypebemy w; > ws u nobmo penykoBany ['pebuepoBy 06a3y 3a Gi, 3a CBe
n. OcuMm Tora, KopumhemeM I'paAUpPAHOr JEKCUKOTPAa(CKOT MOopeTKa 0a3upaHor Ha
ypebemy w; > wy > w3, KaEOUAAT je ogpenuo penykoBaHy I'pebrepoBy 0a3y 3a I3, 3a
cBe n. Y OPBOM OAEJbKY OBE T'JIaBe, KaHAWIAT j€ MOKa3a0 HEKe Be3e Mely OMHOMHUM
KoepuIUMjeHTIMa, Koje Jexe y OocHOBM onpebuBama HaBenmenux ['pebmepoBux 6a3za.
Mana ce y oBOM pamy KaHIUAAT OABU MOIYJIO 2 KOXOMOJIOTHU]OM, UMAK Cy HEKU NOKA3WU
naTu 3a mneje OpojeBe U OHU Cy OCHOBA 3a oapebuBame oarosapajyhux ['pebuepoBux
0a3a 3a mmeaJie kKoju oapebhyjy meao0pojHy KOXOMOJIOTHUjY KOMILIEKCHUX [ pacMmanu-
jama, a xoje je rammmmaT o0jaBuoO y cBOM camoctasnoMm pany (3). Ipyru omemar
oBe riyiaBe je mocBeheH KpaTkoM omucy kKoxomousioruje I'pacmanujana, a y Tpehewm
1 4eTBPTOM OMebKy cy onpebhene maBemene ['pebuepose 6a3ze. OBu pesyaraTtu Cy
canpskann y pagosuMma (1) m (4) — pan (1) je objaBmen y uwacomucy ca SCI mucre,
nok je pan (4) ma penensuju. Ose ['peGuepose 6a3e Cy mocCIyskuile KaHAUIATY A4
onpenu m 0Oa3e 3a KoxoMmoJsaormjy l'pacManmjana ka0 BEKTOPCKOT IpOCTOpa Hamd 7Z/2.
Y meroMm omelbKy, KaHAWOAT je HaBeo cBoje xumorese o ['peOHepoBum Gaszama 3a I,
3a cayuaj k > 4 u o Dazama roxomoJsoruje ['pacmManujana Kao BEKTOPCKOT MPOCTOPA
Han Z/2 3a k > 4.

Yerspra raasa (ctp. 163-216) uma Tpu omebka U CAIPKU OPUTUHAIHE TOMOJIOIIKE
pesyJarare KagauaaTa. ¥y IPBOM ONEJbKY je [1aT KpaTak yBOJ ca IMperjemaoM T00ujeHux
pe3synaTaTa, IPYruA omelbak je nocBelhien mmepsmjama Gi,, a Tpehu mmepsujama Gs,,.

Y cayuajy Go,, HO cama mo3Hatu pesyiaratu cy owam ciaemehu (HaBommmo camo
HajbOJbe pe3yaTaTe U TO OHE KOjU Ce TUYYy IOCTOjama mMepsuje). Y pamy u3z 2001.
romuae K. Monkc je mokaszao na ce Go, Moxke mmep3oBaru y R rana je n obiuka
2% — 3 3a Heko s > 3. OBaj pesyarat je 6omu ox KoenoBor ommrer pesyarara caMo 3a
ciry4daj Gos. MoukcoB pesynrar je monpasmo 1. Hlumkyc y pany m3 2007. ronune.
On je nmokaszao ma ce Gy, MOxke umepsoBatu y RS ykomuko je n = 2° — 3, 3a s > 4.
OBaj pesyarar je 6osu on KoenoBor camo 3a Goi3 1 Gog9. Ranmmnar B. IIpBymnosuh
je nmokaszao ma ce 3a cBakm HemapaH O0poj n I'pacmanujan G5, MOke MMeP30BATH Y
R*~5. Opaj pesyarar je Gosmu oxn ommrer KoeHoBOr pesynrara 3a CBe n 3a Koje je
2 < a(n) <5 (y cayuajy Kazma je n CTelleH ABOjKE, HA OCHOBY DAHUJUX Pe3yiTara je
no3HATO Ha je imm(Gags) =272 —2 3a s > 1, rue je ca imm(M) o3HauYeHO HajMame d 3a
Koje mocroju uMmep3suja M y R?).

Y cayuajy (3, mo3Haro je 6wio nma je imm(Gss) = 15 u imm(Gs4) = 21, a buna cy
O3HATA W HEKa NOma orpaHmdema 3a imm(Gs,) canpskana y paxy B. Omnpojya wn3
1977. ronune. Pesynararu B. I[IpBynosuha u3 oBe te3e cy cinenehu:

e axo je n =0 (mod 4), orna je imm(Gs,) < 6n — 3;
e ako je n =6 (mod 8), onna je imm(Gs,) < 6n — 5;
e ako je n=1 (mod 8) u n # 1, ogna je imm(Gs,) < 6n — 6;
e axo je n =2 (mod 8) u n # 2, opna je imm(Gs,) < 6n —7.
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Y MHOTO ciydajeBa, OBU pe3yJaTaTu cy 0ossu on ommrer KoenoBor 3a 1, 2, umau 3 y
3aBUCHOCTHU OJ ciaydaja m obsmka O6poja n. Bpemu ucrahu na je, y3 moctojehe nome
orpaHUYeH€, OBUM De3yJITaTUMa yCTAHOBJLEHO Ha je imm(Gsor) =6-2" — 3.

5. 3akspyuak

Pesynratu no kojux je mp bB. IIpBynmoBuh momao y cBoM pany m kKoje je mpemn-
CTaBUO y MOJHETOM TEKCTY MPENCTaBJbA]y OIJINYAH CIOj ajredpe W TOMOJIOTHje, Kao
U KJIACUYHOT U MozaepHOr. Tomosomkm pe3yaraTtyé KOju Cy AOOUjeHU KIIACUYHUM
TOIOJIOMIKUM TEeXHUKaMa MOMONY Teopuje ONCTPYKIMja, HUCY MOIJIU OUTU mO0OUjeHr
0e3 MoIepHUX aaredapCcKuUx MeToaa canp:kanux y ynorpedbu ['pedbuepoBux 6a3a. Kan-
OUOAT je OBJaJAa0 BeoMa HAIPETHUM TOIMOJONIKMM MeTOAaMa U HOOUO 3HAUYajHEe HOBE
pe3yaTrare y KOMIETUTUBHO] obOsactu teopuje mMmep3uja. OHU Cy y MHOTUM CIydYa-
jeBuMa 0Oosu on Beh mocrtojehmx HajO6OMBUX pe3yisTaTa, a MOHEKAI Oajy W KOHAYaH
ONrOBODP Ha MUTame HajObome umepsuje. Ocum Tora, aarebapCcku pe3yaTaTh OJUUCHU
y onpebuBamy ['pebrepoBux 6a3a 3a mupeasne [, u I3, curypao he dutu o KOpUCTH
CBUMa, KOjUMa je y paay moTpebHO pauyHame y KOXOMOJIOTHju OBUX I'pacMmanujana.

30or cBera HaBemeHor, npemiakemo HacraBuo-mayunom Behy Maremaruukor da-
KyJITeTa Ia IPUXBATHU IPUIOKEHU TEKCT Ka0 NOKTOPCKYy mucepranujy mp B. I[IpByio-
Buha u oapenu KOMUCU]Y 3a HEHY jaBHY OAOpaHy.

Beorpan, 5. mapt 2012.

KOMUCHNJA:

np 3opan [lerposuhi (MmenToOp),
BaHpenHu npogdecop MaremaTrumuror ¢arkynarera

ap Cuauma Bpehumna,
penoBHM npodecop MaremaTuykor ¢pakyiarera

np Anekcammap JIunkoBCKH,
penoBHm; npodecop Maremaruuror dakyinrera

np Pane sRuBameBuh,
HayuyHu caBeTHUK, Martemaruuku uacturyt CAHY



